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AVERTISSEMENT 



Dans le Discour» placé en tête du premier volume de ce Traité, on 
a fait connaître les principales améliorations que l'auteur avait appor- 
tées à la théorie des fonctions elliptiques , publiée précédemment dans 
ses Exercices de Calcul intégral. L'une des plus considérables est la 
découverte d'une seconde échelle de modules , différente de celle qui 
était seule connue à cette époque; l'auteur l'a développée dans le 
chap. XXXI du tome I, et l'on doit observer que celte découverte date 
du commencement de i8a5, puisque le tome I, qui la contient, a été 
présenté à l'Académie des Sciences dans sa séance du la septembre 
de la même année. La seconde échelle dont il s'agit complétait, à 
beaucoup d'égards, les travaux de l'auteur dans cette théorie; elle 
offrait une route facile pour parvenir à plusieurs beaux résultats d'Ana- 
lyse, qu'il n'avait pu démontrer jusque là que par des intégrations très 
laborieuses; la nouvelle échelle des modules pouvait se déduire d'un 
module donné, par de simples extractions de racines quarrées et cu- 
biques, ce qui fournissait des approximations beaucoup plus rapides 
que celles qu'on obtient par l'ancienne échelle; enfin, par la combinai- 
son des deux échelles, on pouvait multiplier d'une manière prodigieuse 
les transformations des fonctions de la première espèce , ce que l'auteur 
avait rendu sensible én construisant une sorte de damier, infini dans 
ses deux dimensions, dont toutes les cases pouvaient être remplies par 
les diverses transformations dont est susceptible une seule et même 
fonction. Il n'était donc guère probable qu'on pût aller plus loin dans 
cette partie de la théorie des fonctions elliptiques. 

Cependant un jeune géomètre, M.Jacobi de Kœnigsberg, qui n'avait 
pu avoir connaissance du Traite des Fonctions elliptiques , dont la pu- 
blication ne date que de janvier 1827, était parvenu , par ses propres 
recherches, à découvrir non -seulement la seconde échelle dont nous 
venons de parler, qui se rapporte au nombre 3, mais une troisième qui 
se rapporte au nombre 5, et il avait acquis déjà la certitude qu'il doit 
en exister une semblable pour tout nombre impair proposé. 
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L'annonce de cette belle découverte analytique parut dans le n* ia3 
du Journal astronomique de M. Schumacher, où Ton trouve deux théo- 
rèmes particuliers concernant la formation des échelles affectées aux 
nombres 3 et 5 , et de plus , un théorème général pour former l'échelle 
applicable à un nombre impair quelconque. 

La démonstration de ce théorème général parut peu de temps après, 
dans le n° 127 du même Journal; elle mit dans tout son jour la grande 
sagacité de l'auteur et la fécondité des méthodes par lesquelles il avait 
su vaincre les difficultés de son sujet. Ce théorème étant établi pour 
tout nombre impair, il fut aisé d'en conclure que, pour chaque nombre 
entier ou seulement rationnel, on peut former une échelle particulière 
de modules qui donnera lieu à une infinité de transformations d'une 
même fonction de première espèce, lesquelles seront toutes détermi- 
nables algébriquement. 

On ne mentionne ici que les premiers pas faits par M. Jacobi dans la car- 
rière qu'il s'est ouverte ; les espérances que ses premiers succès avaient 
fait concevoir ont été justifiées depuis, par les nouvelles publications 
qu'il a insérées dans le Journal de M. Schumacher, et dans celui de 
M. Crellc de Berlin; elles le seront encore plus complètement par 
l'ouvrage qu'il se propose de publier bientôt, 60us le titre de Funda- 
menta novae theoriœ functionum ellipticarum. 

Il nous reste à parler des belles recherches sur la même matière, 
que M. Ahel de Christiania, digne émule de M. Jacobi, a fait paraître 
presque en même temps, dans le Journal de M. Crelle et dans celui de 
M. Schumacher. Le premier Mémoire de M. Abel, imprimé sous le 
n° îa, dans le tome ïl du Journal de M. Crelle, forme déjà une théo- 
rie presque complète des fonctions elliptiques, considérées sous le point 
de vue le plus général. On y trouve, i°. les propriétés fondamentales 
de ces fonctions et de leurs inverses , établies sur l'idée heureuse et 
entièrement neuve de l'introduction des imaginaires dans ces fonctions; 
a", des méthodes pour construire , de la manière la plus simple , les 
formules qui servent à la multiplication et à la division des fonctions ; 
5°. des développemens très étendus sur la réduction au moindre degré 
possible, et la résolution des équations algébriques qui servent à diviser 
toute fonction proposée, ou seulement la fonction complète; 4°. des 
formules nombreuses pour développer les fonctions en séries et pro- 
duits infinis. 

Un second Mémoire de M. Abel, imprimé sous le^n* 11, dans le 
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AVERTISSEMENT. vij 
tome III du Journal de M. Crelle, offre des résultats très remar- 
quables, î". sur la division de la fonction particulière dont le module 
est sin45°, laquelle représente des arcs de lemniscate; a°. sur la trans- 
formation générale des fonctions de la première espèce, ce qui donne 
lieu à l'auteur de démontrer, d'une manière très simple et très «Jirecte, 
les deux théorèmes généraux précédemment publiés ou annoncés par 
M. Jacobi. 

Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur les travaux de ces 
deux jeunes géomètres, dont les talens se sont annoncés avec tant 
d'éclat dans le monde savant ; on conçoit maintenant que l'auteur de 
ce Traité a dû applaudir vivement à des découvertes qui perfection- 
naient beaucoup la branche d'Analyse dont il est en quelque sorte le 
créateur. Il a formé dès lors le projet d'enrichir son ouvragé d'une 
partie de ces nouvelles découvertes , en les présentant sous le point de 
vue le plus simple et le mieux coordonné à ses propres idées. Tel est 
l'objet des deux Supplémens qui suivent, et de ceux que l'auteur 
pourra peut-être y joindre, par la suite, pour en former le tome III de 
son Traité. 
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AwtÈs m'êtrc occupé pendant un grand nombre d'années de la théorie 
des fonctions elliptiques , dont l'immortel Euler avait posé les fohdemens , 
j'ai cru devoir rassembler les résultats de ce long travail dans un Traité 
qui a été rendu public au mois de janvier 1827. Jusque là les géomètres 
n'avaient pris presque aucune part à ce genre de recherches; mais à peine 
mon ouvrage avait-il vu le jour, à peine son titre pouvait-il être connu 
des savans étrangers, que j'appris, avec autant d'étonnement que de satis- 
faction, que deux jeunes géomètres, MM. Jacobi (C.-G.-J.) de Kœnigsberg 
et Abel de Christiania, avaient réussi, par leurs travaux particuliers, à 
perfectionner considérablement la théorie des fonctions elliptiques dans ses 
points les plus élevés. 

Bientôt les n~ 1 a3 et 137 du Journal astronomique de M. le professeur Schu- 
macher, et une lettre particulière de l'auteur, me firent connaître d'une ma- 
nière positive en quoi consistaient les découvertes de M. Jacobi. Je reçus 
presque en même temps un cahier du Journal de M. Crelle de Berlin, où se 
trouve un Mémoire de M. Abel, contenant des découvertes très remarquables 
dans une autre partie de la théorie, qui a cependant beaucoup d'analogie avec 
celle dont s'est occupé M. Jacobi, puisque, par un second Mémoire im- 
primé dans le même Journal , on voit que M. Abel a pu déduire de ses 
formules l'un des deux théorèmes généraux de M. Jacobi. 

Une connaissance approfondie des plus belles méthodes de l'analyse et 
l'heureux emploi de plusieurs idées fort ingénieuses se font remarquer dans 
les productions de ces deux jeunes géomètres. La science a pris dans leurs 
mains un tel essor, qu'il est à croire que les résultats qu'ils ont déjà obtenus 
seront suivis d'un grand nombre d'autres non moins intéressans. 

Dans cet état de choses, j'ai pensé que mon ouvrage deviendrait bientôt 
incomplet , si je ne me hâtais d'y ajouter de nouveaux supplémens, dans 
lesquels j'exposerais les découvertes récentes avec tous les développemens 
dont elles sont susceptibles. 

1 
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2 FONCTIONS ELLIPTIQUES , 

Le premier supplément, que je publie aujourd'hui dans cette vue, a pour 
objet principal les deux théorèmes généraux découverts par M. Jacobi. Le 
premier sera démontré par la méthode même de l'auteur , publiée dans le 
n° 137 du Journal de M. Schumacher; le second sera d'abord déduit du 
théorème 1 er , et ensuite démontré d'une manière particulière et directe. 

Au moyen de ces deux théorèmes, j'ai pu traiter d'une manière complète 
tout ce qui concerne l'existence des différentes échelles de modules, expri- 
mées en quantités réelles (*), et par suite tout ce qui concerne les transfor- 
mations réelles, infiniment multipliées, dont est susceptible toute fonction 
elliptique donnée de première espèce. • 

Lorsque deux fonctions de cette nature peuvent être exprimées l'une par 
l'autre , on peut supposer qu'elles appartiennent à la même échelle , et 
alors il existe entre leurs modules une équation très simple , quoique 
sous forme transcendante , laquelle lient lieu d'une équation algébrique , 
qui est en général d'une recherche très difficile. Cette équation transcen- 
dante peut être regardée comme l'un des théorèmes les plus beaux et les 
plus féconds de cette branche d'analyse. J'en ai fait voir l'usage pour 
trouver avec beaucoup de facilité les différens termes, même les plus éloi- 
gnés, d'une échelle de modules correspondante à un nombre donné. 

Après avoir épuisé tout ce qui a rapport à la transformation des fonctions 
elliptiques de la première espèce , il était naturel de s'occuper des fonc- 
tions de la seconde espèce. Je démontrerai que ces fonctions sont suscep- 
tibles de transformations analogues à celles de la première espèce , et en 
même nombre. Les formules sont plus compliquées, à raison de la quantité 
algébrique qu'elles contiennent; mais elles se simplifient beaucoup dans le 
cas des fonctions complètes , où la quantité algébrique disparaît. 

Je n'entrerai point dans d'autres détails sur les recherches assez nom- 
breuses qui composent ce premier supplément ; il sera terminé par l'appli- 
cation des deux théorèmes de M. Jacobi aux cas de p = 3 et p = 5 , 
qui donnent naissance à la première et à la seconde des nouvelles échelles. 

Dans le second supplément et les suivans, s'il y a lieu, je continuerai 
d'exposer ce que les découvertes nouvelles offrent de plus remarquable , 
en y joignant mes propres observations et les développcmens convenables. 

Paris, le 12 août 1828. 



(*) Le mot réelles est placé ici parce qu'il existe analjtiquemcnt des transformation* 
imaginaires dont nous n'arons pas fait mention , et qui sont en bien plus grand nombre 
que les transformations réelles. 
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PREMIER SUPPLÉMENT. 3 



$ I". Démonstration du théorème 1" de M. Jacobi. 

i . Soit p un nombre impair pris à volonté , F (Je , <p) une fonction ellip- 
tique de première espèce, dont le module donné est le, et dont l'amplitude 
Ç peut avoir une valeur quelconque depuis zéro jusqu'à l'infini. Appelons 
a» la valeur particulière de <p qui, pour un nombre entier quelconque m, 

donne F (A, a m ) =s — F*A\ Au moyen de l'amplitude variable <p et des 

angles conslans a, , et, , « 5 , . . . , déterminons une seconde amplitude 4 
par la formule trigonométrique 

(0 t.ng(45'-H) 

où l'on prendra le signe supérieur si p = 4 1 ■ "f* i > et l'inférieur si 

La loi d'accroissement des variables <p et 4 sera développée ci- après ; 
il suffit, pour le présent, de remarquer que la valeur de <p étant comprise, 
comme on peut toujours le supposer, entre a M _ t et <t M+1 , celle de 4 sera 

comprise ent»e (an — i) | et (an 4- i) Cela posé, voici en quoi consiste 

le tbéorème général que nous voulons démontrer : 

« D'après la relation entre les amplitudes $ et 4 donnée par l'équa- 
» tion (i), toute fonction donnée F (À*, <p) peut être transformée en une 
» autre F (A, 4) > de sorte qu'on aura 

(a) F(*, <p) = pF(fc, 4), 

» le module h et le régulateur /* étant des constantes qu'on pourra 
» toujours déterminer en fonctions du module douné k et du nombre 
» donné p. » 

On aura , par exemple, pour cette détermination, les formules 
_L _ 1 L_ j L_ -r- L__ -fc i 

3ft lia «, »in *» 1 »in «tj ^ sin <*p_, * ' 
A = a/r^(sina,— 8ina,-fsina 5 ....=psin<^_rfci). 

Et, parce qu'on a en même temps ^=7^ et 4=/» -i* > l'équation (a) 
donnera dans ce cas F'A = puY'h, ou Ks= />/*H, en désignant, comme 
nous le ferons ci-après, par R et H les fonctions complètes F' A et F'A. 

1.. 
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4 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

a. Pour parvenir à la démonstration de celte formule générale de trans- 
formation qui s'applique à tout nombre impair donné p, il est nécessaire d'é- 
tablir quelques dénominations nouvelles et c|uclques lemmes employés [.ar 
M. Jacolti dans le nouveau <;onie d'analyse que nous avons à exposer. 

Soient en général Fp et F4 deux fonctions dont le module commun est 
A, et telles qu'on ait 

F<p -f- F4 = l'V et Ftp — F4 = FÔ, 

on aura par les formules connues (11" 18 et 19, tome I) 

sin Ç cos Ç- y/(i — h 1 sin a -l) + s i n 4* eus <p y/( 1— i s sin» 9) 

Mil <J 1 — /<» «in» ? sin' 4" ' 

û sin 9 coi4- — l ' sin' 4) — sin 4* cosÇ)*/(r — /<* si n' ç) 

S1U ~" " ~7^- "k' sia- 9 siu»^ ~~ 1 

d'où résulte 

. „ 2 sin p eos-^l/f 1 — A ! sin 1 -4) 

. « sin' p — sin' 4> 

1 — it 1 sm a ip sin» 4- 

donc 

y s j nff V t sm g ] = t *~^ sin'ipsin'Y-f-s'n'Ç 1 — sin*-4 — 2 sin?coj 4V(' — /<* sin' .j ) 

^1 Sin ^1 si ; t — i a sin 1 9 siu» 4- 

Désignons par F4 el F4' deux fonctions dont la somme «oit égale à la 
fonction complète F7r, et soit K le complément du module À", en sorte qu'on 
ait A»-f- A'* = 1 , on aura (n° iS, tome I) les équations 

• 1 cos 4-' . h' sin 4' 

A'tang^ tang4 f = 1 , A'»= (1 — A» sin»4) (1 — A' sin* 4'). 

Au moyen de ces formules, la valeur du produit précédent devient 

, • w • «s (1— A') (siiU'-sinoy 
( , — SIll c-) (! _ sin G) = k J^-^—ç L • 

et il en résulte l'équation suivante 

( sin g y 
_J 4/ (1 — sin g) (1 — sin Q 

W 1 — jfcSinVsin'4- cos"4- 

3. Appelons £ la fonction F (A , <p) ou l'intégrale j* J^, , in T^ P™» 

à compter de <p = o. Si l'on fait sin 9 = x, il sera utile de considérer la 
fonction £ sous cette forme 
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où l'intégrale est prise à compter de x=o. Et parce que x est le sinus de l'am- 
plitude de la fonction £, nous le désignerons ainsi: x = sin. amp. ou 
plus simplement, .r = sinAg. Si l'on a une seconde fonction F<p' ou £' qui 
soit le complément de Fp ou en sorte qu'on ait Fp-J-F^'=F , A==K, la 
même variable x, qui est le sinus de l'amplitude de la fonction £ , et que 
nous désignerons par l'expression .r =;sin A£, sera en même temps le si- 
nus du complément de l'amplitude de la fonction £ ; ce que nous désigne- 
rons ainsi : x=sin co-ampl. ou plus simplement, ar = sin CA . £\ 

Par exemple, soit g=f K., on aura à la fois x=sinA. |K=sinCA.4K ; 
de même, si £ = — K, on aura à la fois 

x = sin A (2 K) = sin CA k). 

Ces dénominations abrégées, qui servent à exprimer les sinus des ampli- 
tudes par les fonctious, sont utiles pour donner une nouvelle extension à 
l'analyse ordinaire qui exprime les fonctions par les amplitudes. 

4. Ayant fait sin <p = x, si l'on fait de même sin 4 = y ■> l'équation 
F (k , <p) = /uF {h , -\>) sera ainsi exprimée 

/\ dx r dy 

et nous aurons occasion de remarquer qu'il y a des avantages particuliers 
attachés à cette forme. 

Maintenant, il s'agit de démontrer que l'équation (3) est généralement 
satisfaite par l'équation (1), en déterminant convenablement les constantes 
A* et h, au moyen du module donné k et du nombre impair donné p. Pour 
cela, nous ferons un léger changement à la question , en supposant qu'il 
s'agit de démontrer l'équation suivante, où les signes ambigus se dé- 
terminent en prenant le signe supérieur lorsque p=4i-f-i, et l'inférieur 
lorsque p = ^i — 1 : 

('-^Y i 1 --^) 

(4) i-y=(^x).i /L/_.V PJ„. 

1— /tV«n l CA.- 1— AVsin 4 CA._ 1— *ViinCA. — 
P P P 

ce produit devant avoir pour dernier facteur 



6 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

('**A(t=^)) 



i — k'x* ain«CA.£=^K 



P 

En effet , si dans celte équation on change à la fois le signe de x et 
celui de y, on aura une seconde équation, et la division de Tune par 
l'autre donnera 

_ /sinÀ.— — »\ AinA.— + *V Ain A. £— î _ 
Or, on a 

cc,=A.— , «s s À. — .... = A . - — - K , 
P P p 



7 - j ^=taDg*(45»-H), 7^ = tang'(45°=fc^). 

Cette dernière équation revient donc à l'équation (i) , qui sera ainsi dé- 
montrée si l'on démontre l'équation (4). 

5. Dans cette vue , faisons l'application du lemtne contenu dans l'é- 
quation (3), où nous supposerons sin <p = x, ^'=A.^, >J, == CA.(— ) 

— A ( Z ~~ m K.) ; ce qui donne 

F0 = F<p — = £ — K , 
sin ersssiu A.(£ -f-£=i?K), sin 8 = sin A.(Ç — R). 

On aura donc , en vertu de ce lemtne , la formule suivante , qui s'ap- 
plique à toute valeur du nombre entier m : 

('"^) i-'-a(» + ^ k)] [ -^o-^^ )], 

i— i*x*«in*CA. cos'CA. 

Au moyen de cette formule, dans laquelle on fera successivement m=i, 
3 , 5 . . . . p — a , l'équation (4) se réduira à la forme 



Digitized by Google 



PREMIER SUPPLÉMENT. 

i-. r = (i=psmA|).? ) 
où P désignera le produit des p — i facteurs suivans : 

i =fc sin A H- ?R), i =fc sin a(£ - 5 K) , 
. zp sin A(Ç + Jk), i =*= sin a(Ç - 
(5) / 1 =*= 51,1 A + f *) > i ± «in A (g — | K) , 



i — sin A(e H-^=iK), i — sin A (Ç — 

et où Q aura la valeur 

Q = cos* CA.-.cos» CA. — .cos' CA . . . cos'CA. p — K , 
^ P P P P 

qu'on peut écrire ainsi , d'après la valeur générale de a u , 

Q = cos' a, cos' « 4 cos' a cos' 

Si l'on examine ultérieurement les j> — i facteurs qui composent la va- 
leur de P, on trouvera qu'en leur appliquant les formules 

sin A . £ = — sin A (Ç — aR) = — sin A (Ç -f- aK.) = sin A (Ç -f- 4K) , 

qui ont le même fondement que les simples formules trigonométriques , 

sinC = -sin(c- 3 .ï) = -sin(c + a^) = sin(c + 4.0, 

ces p — i facteurs, joints au (acteur isolé i zpsinA£, forment la suite 



continue 



i=j:sinA.£, i =ç= sin A (g -f- ^) , i =psin A(Ç + ^) , 

i =Fsin A ($ + . . . i rpsin A (£ + K). 

Et leur produit sera le numérateur de la valeur de i — /; de sorte qu'on 
aura 

(6) n cos* «» cos* « 4 co*' cos* ' 

6. 11 faut maintenant remarquer que cette formule reste la même lorsque 



8 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

4K 

£ augmente de ; car alors chaque facteur preud la place du facteur sui- 
vant, et le dernier, qui devient i rf: sin A (Ç + 4K)> réduit au premier 
i =psin A.Ç. On peut donc mettre, en général, g à la place 

de £ , m étant un entier quelconque , sans rien changer à la valeur de 

» — y- 

Nous remarquerons encore qu'en faisant £ = o , le second membre de 
l'équation (6) se réduit à i j de sorte qu'on a en même temps y = o. 
C'est ce qu'on verra aisément en faisant £ = o dans le développement 
(n° 5) des facteurs de Pj car, dans ce cas, le produit de tous ces fac- 
teurs donne 

P = cos ï A.- K.cos'A .-K.cos* A.- K. . . . cos'A.^^K : 
P P P p 

ce qui est la valeur de Q. 

11 résulte donc aussi de l'équation (6), qu'en faisant £ = ^— K, m étant 

un entier pris dans la suite i , a, 3. . . — i, le second membre se réduit 
encore à l'unité. En effet, puisque, sans changer le numérateur de celle for- 

mule, on peut mettre £ à la place de Ç , il s'ensuit que la supposi- 

tion j; = donnera le même résultat que la supposition £ = o , et 

qu'ainsi on aura y = o. 

On voit donc quey doit s'évanouir pour les p valeurs 

x = o, siuA.— , sinA. — , sinA. — .... sin A . — — 2 K , 
' P P ' P P 

ou , ce qui revient au même, pour les p valeurs 

4 aK « 4^- a 6K . » p — i -wj 

x=o. sinA. — , sinA. — , sinA. — .... sin A. IV, 

P P P P 

— sin A.— , — sinA.— , — sin A. — . ... — sin A . p -^- R ; 
P P p P 

se déduit immédiatement des facteurs de P donnés n° 5. 



ce qui 

7. Maintenant, si nous mettons l'équation (4) sous la forme 

Z V — z 

1 — y = y , d'où résulte y = — y — , la fonction V — - Z , qui est une 

fonction de x , rationnelle , entière et du degré p , devra s'évanouir , ainsi 

que y, pour toutes les valeurs x = sin A , ou x = =p sin a,. , 
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am ayant successivement toutes les valeurs o, a, 4> 6.... p — 1 ; donc 
cette fonction Y — Z aura pour facteurs 

y* x» x» y* 

Mais puisque ces facteurs forment par leur produit un polynôme du de- 
gré/», le même que celui de la fonction V — Z, il suffira, pour reproduire 
la fonction V — Z, de joindre à ces facteurs variables un facteur constant ; 

ce facteur constant ne peut être que - , puisqu'en supposant <p infiniment 
petit dans l'équation F (k , ç) = f*F(/f , >J/), on en tire >L = ou 
j^-x. Donc si l'on prend les fonctions U et V d'après les valeurs 

(7) pK'-^O-s^O"-^ O-ïî^r.) 

(V=(i— AVCsin'a.) (i^*W* 4 )(i^xW«,)...(i-A\c-sin*«>« i ) , 
on aura 

v— * U 

Pour déterminer la valeur de At, il faut observer, d'après l'équation (4) , 
que 1 — y a pour facteur 1 — x lorsque p = 4* -f- 1 , et 1 + x lorsque 
/?=s4t— 1. Ainsi la valeur^ = 1 a lieu dans le premier cas lorsque x=st, 
et dans le second lorsque x =— - 1. 

D'ailleurs, suivant les formules des fonctions complémentaires ( art. a) , 
on a 



sin'A .j gin» CA; 

1 — jt-sin»Ai — «n'A** 

Donc on aura dans les deux cas 

__ sin* », sin a «3 sitî* «5 . .sin* m f _ ^ 

' ' t\n % »p-t sin'aj.j sin**^. . .sin**, 

8. Ayant trouvé la valeur de j* en fonction de x, il resterait à substituer 
cette valeur dans l'équation différentielle 

dt <fy 

et à prouver que les deux membres deviennent identiques, en déterminant 
convenablement le module A, qui reste encore inconnu. Mais le calcul 
qu'exige cette substitution ne serait praticable que pour des valeurs assez 
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petites dn nombre p y telles que p = 5 t 5, 7 , et il cesserait absolument 
de l'être en laissant la formule dans l'état de généralité qui s'applique à 
toute valeur du nombre impair p. 

La difficulté qui se présente ici est d'une telle nature, qu'il ne resterait 
guère d'espoir de parvenir à la démonstration générale, si M. Jacobi n'eût 
trouvé un moyen aussi simple qu'ingénieux d'éviter la substitution à faire 
dans l'équation différentielle, et d'y suppléer par une propriété particu- 
lière de cette équation , qui doit être commune aux intégrales qui la re- 
présentent. 

9. Cette propriété consiste dans la remarque faite par l'auteur , que si l'on 

substitue à la fois ~ à la place de x , et à la place de y , l'équation 

différentielle , quoique affectée dans chaque membre du facteur 1 * 
n'en sera pas moins satisfaite par la suppression de ce facteur. Tout 
se réduit donc à faire celte double substitution daus l'intégrale 

y = *- . ^ , et à examiner si elle est satisfaite. 



Or, en substituant ~ à la place de * dans le facteur général, 



1— A'JE* MU* «m ' 

qui sert à composer la valeur de ^ , ce facteur devient 



t* sin* » m ' ïlm 

Donc la double substitution dont il s'agit donnera pour résultat 

* 

1 1 V 1 

TTy tftx ' V ' &~ l sin» « k sin* » k . . . . sin* m^Z' 

On voit maintenant que pour que cette équation s'accorde avec l'équa- 
tion proposée j = - . ^ , il suffit de déterminer le module h par la formule 

h ^= lÂÏk? sin 4 a, sin 4 tt+ sin 4 . • , . sin 4 , 
ou , en substituant la valeur de f* tirée de l'équation (8) , 

(g) h = tf sin 4 *, sin 4 et s sin 4 aj sin 4 

Par ce procédé très simple, il est constaté que l'équation /=- • s? satis- 
, pour toute valeur du nombre impair p t à l'équation différentielle dont 
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l'intégrale est F (A, p)=s/*F(A, 4)# en donnant aux constantes /* et A le» 

valeurs que nous avons déterminées, et qu'ainsi le théorème de M. Jacobi 

est démontré dans toute sa généralité. 

10. La valeur de i — y a été mise ci-dessus (n° 6) sous une forme dont 

le dénominateur est constant : on peut mettre sous une semblable forme la 

valeur dej' ; car, en vertu de l'équation donnée art. a, savoir 

. a «in* o — sin» ^ 

sinfrsinfls . . .-V f , 

i — k sin 9 sin ' 

la quantité que nous ayons nommée rim (art. 9) peut se mettre sous la 
forme 

nnA a + ^) a i nA (ç+*.P==!!!K) 
nm= ^ tl n £ 4 

P 

Donnant à m toutes les valeurs a, 4 , 6. .../? — 1 , et faisant le produit 
de tous les facteurs, on aura 



sin a(«+ y)sin A (l + . . . sin A.Çç + ÎF-jZl k) 



" sin» A.^sin'A.^. . . . sin» A.^i K 

P P P 

ou, en substituant la valeur de ft donnée par l'équation (8) , 

sin Al sin A (« + — ) sin A (l + ^) . . . . sin A + ^Zl k) 
^ sin»*, sin* «3 sin» «5. . . . sin*-^_» ' 

1 1 . Telle est en substance la démonstration donnée par M. Jacobi , dans 
le n* 137 du Journal de M. Schumacher, de la formule générale au moyen 
de laquelle on peut transformer toute fonction elliptique donnée de pre- 
mière espèce F (A, d'abord en une autre F (h, *|/), dont le module est 
moindre que k i puis celle-ci en une troisième, et ainsi à l'infini, sui- 
vant une échelle de modules correspondante au nombre impair donné p. 

Ce théorème, réuni a un autre dont nous avons déjà parlé, ajoute un 
grand degré de perfection à la nouvelle branche d'analyse connue main- 
tenant sous le nom de théorie des fonctions elliptiques; mais son impor- 
tance même semble faire désirer que la démonstration, quoique établie 
sur un principe incontestable et très ingénieux , soit soumise à un autre 
genre de vérification qui la mette , s'il est possible , dans un plus grand 
jour. 

Voici, pour cet objet, un moyen fondé sur la substitution immédiate de 
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* u 

la valeur y = - . ^ dans l'équation différentielle , mais dont le succès tient 

encore au principe de la double substitution , principe sans lequel on ne 
pourrait avoir la valeur de i — /y, exprimée par le produit de plusieurs 
facteurs, en la déduisant des valeurs semblablement exprimées de i — j 
et de jr. 

12. Nous mettrons d'abord l'équation différentielle sous la forme 

(i -j*) (i - hfr) =^(, *■*■) ; 

ensuite faisant 

—r) (i — hy) = (.-x*)(i _ A'*«)T% 
et déterminant T par cette équation , il restera à satisfaire à l'équation 
T=*V-g,ou 

T , / d\J dV\ 

UV- ,+,t \\Jdlc ~~~ \dx/ 

Les polynômes U et V étant, ainsi que T, des fonctions paires de x, il con- 
viendra de faire «* = Ç , et l'on aura l'équation 

/ T Ni rfU dV 

où il faudra démontrer que les deux membres peuvent être rendus iden- 
tiques. 

13. On a d'abord, par les équations (4) et (5), 

(..) v-(.- / -)=(.-^)(.-, 1 i-)'(-.-^r 1 )'- • • O-i^r.)* s 

ensuite, si dans l'équation (4), qu'on peut écrire ainsi 

(,-JL.Y ( i+ jl.Y (,_. AY (.±^-Y 

on substitue à la fois ^ à la. place de x, et à la place de ^ , on aura 

un résultat qui, étant combiné avec la valeur fs=z - s'exprime comme 
il suit : 

(n) (i— Ar)V=(i=FÀa:X»— *xsin^'(i+Âxsina,)V..(i:fcAxsin «>_.)•. 

Changeant à la fois le signe dej" et celui de x, puis multipliant ensemble 
les deux formules, on aura 
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v ' \ ^i~A»JC*Xï--**x'sin , «,) , (i--^sin 4 a 3 )V..(i--A 4 ar»sin'a f _,)'- 
De cette équation et de l'équation (10) on déduit la valeur de T*, et de 
là celle de T exprimée par une double suite de facteurs, savoir 

i (l— k*x*sin*et,)(i— A'x»sin*« 3 ) (i — A» xSin* 

T ( 0- sfï) 0 - s-hf^) 0- sï^) V 

i4> Maintenant il faut développer les deux membres de 1 équation 
( Z\ T — UV dU JV 

en fractions partielles qui aient pour dénominateurs les différens facteurs 
des polynômes U et Y. Dans ce développement , il n'y a pas lieu de tenir 
compte du facteur £, parce que T— î étant divisible par x* ou £, ainsi que 
UV-— i , leur différence T — UV sera également divisible par £. 

Considérons un facteur quelconque de U, désigne par i — «n***» » 

m étant Pun des nombres a , 4, 6. . . . p — i , et soit U = Ci — — ) U'j 

le second membre de notre équation contiendra dans son développement 
le terme général 



i 

sin* •» — Ç* 



Le terme semblable contenu dans le premier membre se trouvera en faisant 

Çss sin»*, dans la fonction ^ ~^yy' n ou simplement dans ^r^- 

T 

Soit H ce que devient par cette substitution ^jry, et lepremier membre con- 

H 

tiendra le terme gin . ^ _ ç L'identité des deux membres exigera donc 
que pour toute valeur de m, on ait H= — i. Soit pour abréger 

|-» \»in*a, J \ sin» «3 / Vain»*,,, / 

" (l — k' sin* «» sin* (i — A* sin*«„ sm*«t,_a) . . . (i — k* sin'*. sin*«,) ' 

/ sin* <t m \ /«in* \ / sin'« w ^ 

{y /\ain*« 4 / \sin' «^_. / 

^ (i— Pun'ftmsin**..,) (i—it , sin** 11 ,sin**,_4) . . . (i — ** «in*»», sin* ' 

(i »'n* «hn \ / sin'tf, \ / _ sin'« w \ 
sin* «,+,/ V sin* «^(Z \ sin*«t y _,/ 

V ~" (l — *»sin* «.sin» (t-i*tin»*.«n*éV-«^) • (. -*»sin'-„ S in'« ( ) ' 
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et l'équation H =— i qu'il faut vérifier sera 

Q ( i — «n- a. si,/ «_) = 3 Q'O/. 

i5. Pour réduire celte équation, il faut d'abord poser le Kmme suivant, 
qu'il est facile de déduire de l'équation (3), 



sm 

I 



le signe ambigu du second membre ne sert qu'à rendre les deux membre» de 
même signe. 

Au moyen de ce lemme, la quantité désignée par Q s'exprimera par des 
produits de cosinus dont on pourra négliger les signes, sachant que le résultat 
doit être positif; ce produit est 



1 



eus 1 «„_ , cos* j co^^.s cos»«. 



Si, pour plus de simplicité, on écrit seulement les indices de*, on aura à 
considérer l'expression symbolique 

m+p — i» "»+/» — 3, m +p — 5 m -f 2 

m — p -■- I , m — p 3, m—p+5 m — ? 

(/>— «. P — 3, /> — 5 a)' 

Dans ces expressions où l'indice n est mis à la place de cos e*., les termes 
représentant des facteurs qui doivent être multiplies entre eux, tant au 
numérateur qu'au dénominateur, il faut observer que — n peut être rem- 
placé par -f-«, et que p-{-n peut l'être par p — «, par la raison que. . . 
cos (*__) = cos (—«») = cos a, , et que les amplitudes «,_., a^. étant 

telles qu'on a F (->-)+F (*^)=(^-«) Z+ip+n)^ aK, il en ré- 

imite « f _.+ct w -«= i8o' = *, et par conséquent cos «^,=5 — cos<v_; 
or, on est convenu de n'avoir pas égard aux signes des cosinus, puisqu'on 
sait que le résultat total doit être positif. Ainsi, l'indice /»-f*l» désignera 
le même facteur que />— ■ Cela posé, l'expression précédente peut être 
écrite ainsi : 

m-f-a,ra-r-4 — »» 

n» — a, m — 4> • • • • o, — 2, — 4* • • - m — P 1 
(2.4.6 p — i/~ " 

Le terme o dans le numérateur peut être omis , parce qu'il indique le fac- 
teur coset. ou coso ou 1; les facteurs négatifs peuvent être changés de 
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signe; alors l'expression devient, en ajoutant m de part et d'autre, 

* • 

a, 4> 6« ■ • . p — m— i , p— m 4- i • • ■ • /> + m — i 
a, 4> fi»-»» P — m-— i . 
m(a, 4, 6 -«-- p—" 1 — «» /» — »» + 1. ... p— i)* 

Par la suppression des facteurs communs aux deux termes , la fraction 
devient 

t_ p+i. p+i. p+S... p+m—i on i_ p+i. p + 3... p+m — i 
p— ro + 3. .. p— i m p-—3... p~m-p»«' 



et comme, suivant la remarque que nous avons faite, + » équivaut à 
p — n, l'expression entière se réduit à ^. Donc en général Q s= . 
On aura semblablement, en vertu du lemme (i4)> l'expression 

m+p — a, m+p— 4. ... p+a 

m — p4-a> m — ;)-4-4-"- 3m — P— a . 

^ (p— a, p— 4. ... p— j»+a)» ' 

et parce que la ligne supérieure p+a, ^+4 • • • • 2, équivaut à 

l'inférieure />— a,p— 4*** J»-f-a, on aura simplement 

✓y m — p4-a, "t— -p-f-4 im — P — a 

p— -a, p— 4 p — m + a 

Le nombre des termes est dans chaque ligne £m— 1; mais l'expression 
ne se réduit pas ; on peut seulement , en changeant les signes des termes du 
numérateur, la mettre sous cette forme, 

jy p — 3 — rn. p — 4 — m.p — 6 — m. . .. p-{- a — 2m 

^ ~~~ p — a.p — 4-P— 6... . p-f-2 — m 

On aura enfin par les mêmes opérations 

ry p— m. p— m-f»a.. .. p — a _ 

^ p— am. p— a/» + a p— m— a ' 



de là Q* 0*=: £=2- sss ou plutôt, parce que <?Q" doit être po»- 

tif, Q'Q'=^^;- 

16. Au moyen de toutes ces réductions l'équation à vérifier devient 

2 cos a, cos (ty^t = ( i — sin* a» sin 4 cos a^_„. 
Mais suivant les formules de l'art. 19, tom. l* r , si l'on (ait <p = a^_ a , 
4=*., F<p — F4 = Fy;, ce qui donne F? = ^K, F^s= - K, 
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— v 

p 



YfjL = - — — R, ft= a-f^ats on aura cos jjl ou 



d'ailleurs , Fa„ et Fa^^. étant deux fonctions complémentaires , on a 
A^A^s^i — k*)z=kf, et À' tang a. tang = i ; donc enfin 

3 cos «-cos 

COS a. „ — r- . " r-^— . 

I — *'sin'« n ,sin*«,_ l » 

Ainsi l'équation que nous voulions vérifier a lieu pour toute valeur de m 
prise dans la suite 2, 4> 6- • • /> — 1 ? c'est-à-dire pour tousles facteurs de IL 

17. 11 ne reste plus qu'à vérifier l'équation par rapport à tout facteur du 
polynôme V. 

Ce facteur peut être représenté par 1 — À'£ sin" a my métantencore un terme 
quelconque de la suite 2 , 4 > G. . . . p— 1. Soit V = (1 — ïc*Ç sin' a.)V, 

le second membre de l'équation (i3) contiendra, dans sa partie — y~p>^ ' e 

terme ..1 . . — . Pour avoir le terme semblable dans le premier membre, 

1 T — UV 

il faudra substituer la valeur £ = ., . . — dans la fonction — 577177- i ou seu- 

■ t'»m'm„ JJUV ' 

T T 
lementdans sa partie ^jy,. Soit II' ce que devient ^y r par cette substitu- 
tion, et ,11.*^^."^ sera le terme qui résulte du premier membre; donc , 

pour qu'il y ait identité avec le second membre, il faudra qu'on ait H'=i 
pour toute valeur de m prise dans la suite 2,4» 6....^ — 1. 

Or, en calculant la valeur de II' comme il vient d'être dit, l'équation 
H'= 1 conduit encore à l'équation que nous avons vérifiée sous la forme 

— sin* «. sin' «,_) = 3 Q'Q'. 

Il est donc constaté, d'une manière générale, que l'équation (i3) de- 
vient identique, en substituant dans les deux membres les valeurs trou- 
vées pour les fonctions T, U, V, et qu'ainsi il ne reste rien à désirer 
pour la confirmation pleine et entière du beau tbéorème de M. Jacobi. 

18. L'usage de ce tbéorème suppose la détermination préalable de* 
quantités «„ , qui satisfont à l'équation F (À-, a») = — F'A: ss — » 

Ces auxiliaires étant connues, on connaîtra les constantes k et \i qui en- 
trent dans la formule de transformation F (A, ^) = fiF(A, ■>{/), et l'ampli- 
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tude 4 pourra être calculée par la formule trigonométrique (i) ou par 
des formules équivalentes. 

Ayant passé ainsi du module donné k au module plus petit h } on pas- 
sera, par des formules semblables, du module h à un module plus petit h,, 
et ainsi à l'inGni ; ce qui formera l'échelle des modules dans l'ordre décrois- 
sant k, h, A,, A,,... jusqu'à la limite zéro. Celte suite peut être continuée 
à l'infini dans l'ordre inverse, au moyen de l'équation algébrique qui existe 
entre les deux modules k et h, et qui permet de déterminer le module k 
par le moyen du module plus petit h ; on déterminera donc semblablement 
le module k t par le module plus petit k, de même, k> par k,, et ainsi de 
suite ; ce qui produira pour tout nombre impair donné p , une échelle de 
modules infinie dans les deux sens, ainsi représentée 

Lim. 1 ) . . . . k t , k a , k, , k , /* , h t , h % , h s ;. . . . (Lim. o 

et la fonction donnée V(k , ^) pourra, en vertu du théorème général, être 
transformée en une infinité d'autres qui auront pour modules les différens 
termes de cette échelle. Tout se réduit à la résolution d'un certain nombre 
d'équations algébriques ; mais nous reviendrons sur cet objet après avoir 
démontré le second théorème général de M. Jacobi , qui sert de complé- 
ment au premier, et qui offre un second moyen de transformation, appliqué 
à la même échelle pour le nombre p. 

§ II. Démonstration du théorème II de M. Jacobi. 

19. D'après la démonstration que nous avons donnée du théorème I", il 
est constant qu'on satisfait à l'équation F (A", fiF(h, 4)> auss » bien 
qu'à sa différentielle 

dx dy 

qui suppose sin 0 = x et sin 4 »u moyen des formules qui donnent 
l'expression àey en fonction de or, et qui déterminent les constantes h et fi 
en fonctions du module donné k et du nombre impair donné p. 

Et puisque, par la substitution de^ en fonction de x f les deux membres 
de l'équation différentielle deviennent identiques , ce résultat , considéré 
analvtiquement, doit avoir lieu pour toutes valeurs de x et de j y plus pe- 
tites ou plus grandes que l'unité, réelles ou imaginaires, pourvu qu'elles 
satisfassent à l'équation de l'art. 7 , et que les constantes k,h y p. restent les 
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Cela posé, soit x =t tango" et jr s t tang t , i désignant pour abréger 
*/ — i, l'équation différentielle deviendra 

dr __ dr 

V/(i — t'- sin» r) — ^ * V(i — A" s«n' r) » 

et son intégrale sera 

(.5) F (A', a) = A*F {h\ t). 

On obtient ainsi une nouvelle formule de transformation qui s'applique aux 
modules kf et A', cotnplémens des modules k et A de la première formule ; 
mais il faut voir comment les nouvelles amplitudes ir et t se déduiront 
l'une de l'autre. 

Pour cela , nous reprendrons les formules du théorème 1" , qui ser- 
vent à exprimer sin 4* et cos 4 en fonctions de sin ^ et cosÇ). Ces for- 
mules sont 

w sin»? sin» 9 sin»» 



• sinp sin' «a sin*«4 sin*« f _, 

sm >|/ — — • ^sin^sin»./ , — *» sin'* sin» « 4 i — *» 8 in»> sin»-,., » 

«in» 9 5«n* 9 «in* ♦ 

COS 4 = COS <p . T^ÏJ-^Î ^ • IZ_-ÂW- sTÏÏ T^ ,_*»,in»* slu^ * 
Il fout y substituer les valeurs sin<p=t tango", cos0=^- p , sin 4=' tang r, 

cos 4 = ^7 1 et l'on en déduira 

sin r i + col'a.sin*»' i -f-cot*«isin* «■ i+cot*«. ,sin*«- 

si n f — . — . . . . ' 

ft i+cot*ip_»sin*»- i -f-cot'«p_4sin'r i -J- oot* «, sin* r ' 

cos'«» . , cos*«.< . , cos*«,_, . 

I r— sin*»- I —, -SinV I : — - — sin'r 

i sur«p_« sin sin*», 

( 1 \ cos r _ cos «• . I ^_ col »^_ >sitl »,- , +cot'« p _ 4 sin»»-' " ' i-f-cot*«, $in*«r' 

cos* «, sin' r COS» «3 . . COS 1 *., . 
I r-— 1 : — ; Sin'r I ; — — Sin'r 

vv vv ' 1 -f.cot*- l5 in»ri-Hcol'«3Sin»^ i-f-co»'*,-»*"»'' 

Ces équations contiennent la loi suivant laquelle l'amplitude t se déduira 
de l'amplitude donnée <r pour satisfaire à l'équation (10) ; il en résulte que 
r et (r croissent simultanément, quoique d'une manière inégale, et parvien- 
nent toutes deux de zéro à 90°. En général, ces amplitudes sont égales 
toutes les fois que l'une d'elles est un multiple de 90*. 

20. Les formules (i5) et (16), qui se déduisent, comme on voit, très sim- 
plement des formules du théorème l ,r , établissent une analogie très remar- 
quable entre les deux échelles construites, pour le même nombre impair/?, 
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Tune d'après le module k, l'autre d'après son complément k'. La première 
étant formée, il suffit de prendre les complémens des diûerens termes pour 
former une seconde échelle qui marche en sens contraire de la première , 
comme on le voit ici : 

i).... , £ â , k, , k y /*, h,, Zr,, h s .... (o 
o). ... à/j , A/, , A/, , k\ h y h! t y h' t , At'j. ... (i 

Dans Tordre naturel de la première échelle, on passe du module k au mo- 
dule plus petit hy au moyen de l'équation, F (A, <p) = /t*F(Ar, 4)> et en em * 
ployant la formule qui exprime sin en fonction de sin C 

Une opération semblable se fait dans la seconde échelle , pour passer du 
module k au module plus grand h', au moyen de l'équation........ 

F (A/, a) = AtF(/i', t) et de la formule qui détermine sin t par sin a. Dans 
les deux cas, le régulateur ft. est le même, et les mêmes auxiliaires a m ser- 
vent à former les équations des amplitudes. 

La première échelle sert aussi à passer du module k au module plus 
grand A:,, de celui-ci au module plus grand A-, , ainsi de suite; mais alors 
l'opération est plus compliquée, parce que chaque amplitude ne peut se 
déduire de la précédente que par la résolution d'une équation du de- 
gré p. Une pareille difficulté se rencontre dans l'échelle des complémens, 
quand il s'agit de passer du module A^ au module plus petit A',, de celui- 
ci au module plus petit À',, etc. 

a i . Puisqu'on a en même temps 9 = jTf et T = £ tt , la formule 

F (if, c) =2 fiF (h\ t) donne, dans ce cas, F*À / = ftF'A', ou /t = g,, 

en désignant par K' et H' les fonctions complètes F 'A/ et F'A'. Mais, par 
la formule du théorème I er , nous avons déjà trouvé K = ppH ; donc on 
a, en général, 

K H 

(»7) ÏÏ^Pû" 

Cette équation entre deux modules consécutifs A: et A, qui appartiennent 
à l'échelle construite pour le nombre impair p , est un théorème fort re- 
marquable, dont nous ferons connaître ci -après les nombreux usages. 
Nous observerons seulement ici que ce théorème s'accorde avec les pro- 
priétés déjà démontrées dans les n" 76 et 190 du tome 1", relativement 
à l'échelle ancienne des modules et à celle qui répond au nombre 3. 

aa. Le théorème II de M. Jacobi, auquel nous voulons parvenir, est déjà 
écrit dans les équations (i5) et (16); il ne s'agit plus que d'y changer quel- 

3.. 



(•9)" 
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ques dénominations , afin de coordonner ce théorème avec le théorème I", 
dont il est le complément. 

Dans l'équation (i5) on peut changer A 7 en A; alors h' deviendra k, et k 
se changera en h'; et puisque <r est une amplitude à volonté, on peut faire 
fl" = 4 et l'amplitude correspondante ts=û>. Par tous ces changemens, le 
coeflicient deviendra et l'équation des fonctions sera 

(.8) F(A,4) = m'F(*,»). 

Il faudra ensuite, dans les équations (iG), remplacer les quantités a m par 
des quantités analogues € m qui satisfont à l'équation F (h\ Ç m ) = j H'. Fai- 
sant alors sin 4 =jr et sin a = a, les équations des amplitudes se dédui- 
ront des équations (16) comme il suit : 

J I + .y»COt»C . I .y'cot'Cj 1 + y» <X)t* , 

S "~ ' « +/cut' C,_," i + y 1 col* C,_ 4 t + ^»eot<C r~ » 
^ j ' cos'f , ^ ^'^^4. , y co»*^-i 

> l COS 5 f 1 v'OOS'Cj V * cos* C y _ t 

l -^(.-*r,.L^ . Lf§^ .... |=^£=. 

Telles sont les formules principales dans lesquelles consiste le théorème 11 
de M. Jacobi, que nous nous proposions de démontrer; il ne nous reste plus 
qu'à y joindre les formules qui serviraient à déterminer les constantes Â' et 
fi' par le moyen du module donné h ; ces formules , qui se déduisent aisé- 
ment des formules analogues pour le théorème l €r , seront développées dans 
le paragraphe suivant. 

s3. On a déjà remarqué, dans les équations (i(3), que les deux ampli- 
tudes parviennent en même temps de zéro ù 90 0 ; il en est de même des 
deux amplitudes 4 et a. Faisant donc à la fois 4 = \ v et a> = 7-*, 
on aura F'AssftT'A, ou H =/*'K. Mais on a déjà trouvé, par les formules 
du théorème l ,r , K=puH; donc on a, entre les régulateurs ft et a*', l'é- 
quation générale 

(20) pt*.u'=z\. 

Maintenant, si l'on combine ensemble les deux formules 

F(A,<p) = f tF(A, 4), F (A, 4) = a*'F(A, a»), fournies par les deux théo- 
rèmes, on aura F (A:, Q) = fi/A 1 F (A:, a»), ou 

(ai) F = , F (*, <p). 
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C'est la formule qui contient la loi de la multiplication des fonctions, et 
par conséquent celle de leur division par un nombre impair et c'est 
parce que les deux théorèmes concourent également à produire ce résultat 
que nous les regardons comme étant complémcns l'un de l'autre. Nous don- 
nerons bientôt le développement des nombreuses propriétés qui résultent 
de ces deux théorèmes; mais avant tout, il ne sera pas inutile de faire con- 
naître une autre manière de parvenir directement à la démonstration du 
théorème II. 

3 f. Soit, comme ci-dessus, € m l'amplitude qui, pour le module satis- 
fait à l'équation F (/»', Ç m ) = ^H'; soient 4.» 4s> 4»' • • 4p— > des an " 
gles qui se déduisent de l'amplitude 4 » au moyen des formules 

tang4,= ^tang4, tang 4, = s -~ tang 4... tang4,_.= tang4. 
Si l'on fait 

(32) i« = 4, — 4s"+-'4'» • • * • =F4p-» = k ï4> 

le signe supérieur ayant lieu si ^ = 4' "f" 1 > et l'inférieur si p = ^i~— 1 y 
je dis qu'on aura la formule de transformation 

( 3 3) F(A,4)=ft # F(*,«), 

pourvu qu'on détermine convenablement les constantes k et fi! en fonctions 
de h ou de son complément h'. 

a5. Pour procéder à la démonstration de cette proposition, nous cher- 
cherons d'abord la valeur de sin û», exprimée eu fonction de sin 4. Or, on 
sait en général que, si a t b y c, d, etc. , sont les tangentes de plusieurs arcs, 

la tangente de la somme de ces arcs sera exprimée par *' + — 

*> r 1 1 — *. + *4 — etc. ' 

s t étant la somme des tangentes a, b,c, d. etc., s t la somme de leurs pro- 
duits deux à deux, celle de leurs produits trois à trois , etc. Soit donc 
tang 4 = * J si l'on fait 

(-KrX'+ar5>('-=5) 0*=U 

= , _ A ,( + A.f - A,f> + eto =fc *Hi>-i) ^ '' 

on aura en général tang (7 « 4) 3=5 en faisant pour abréger 

N = A , — A,*' -f- A 5 < 4 — etc. , 
D=i — A.^-|-A 4 ^ — etc. 
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De là on tire tang ± » = p-T^^?^ , et par suite 

atang i» , aND ± (D* — **N') 
sin a = — ° — = sin «L . ... , . tlv . * , 

cos û> = — r— — Vr~ = cos >L . , T - -}. — -. 

a6. Dans ces deux dernières formules, nu peut mettre le dénominateur 
D' 4- sous la forme d'un produit de plusieurs facteurs connus. Pour 
cela, soit en général la fonction de / égale au produit 

C 1 -ets) 0 0 " VJ 0 ^arfcrJ > 

on aura aussi 

« (0 = i - A,t 4- A./* - =fc A, r*" 0 . 

De là résulte 

D=ri®(— < |/— 1 ) + |/— i), 

Substituant dans le second membre de celte dernière formule les valeurs 
de <b (t \/ — i) et <b ( — t \/ — ï) exprimées en facteurs, on aura 

n-+<-*.=(,+^) 0+E£r> 

ensuite si Ion fait sin -\J. =_7 , j ou *'=r^-£— , chaque facteur • "f-^Tf 

deviendra ' **j y _ - , de sorte qu'en faisant encore sin« = z eta=jv.^, 
on aura 

Q = ( i -hr* cof €,) (i +y cot* £,)....( i -f-^' cof £,_,). 

Quant au numérateur P, il résulte de la quantité aND db (D* — <*N') , 

ou =fc [(D d=N)' — (i 4-/»)]N«], en y substituant la valeur ** = , 

puis négligeant le dénominateur commun (i — J*Y~\ comme on l'a né- 
gligé dans l'expression de D* -f- **N\ 

Maintenant, s'il est vrai que l'expression zz=jr.^ satisfait à l'équation 

F (A, 4) = /t*'F (A-, ai), on, ce qui revient au même, à l'équation diffé- 
rentielle 
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<fr H-'d z 

on pourra dans cette expression substituer à la fois ^ â la place de 7, et 

à la place de z, ce qui fera connaître a priori la valeur de P déduite de 
la valeur connue de Q : on trouvera ainsi 

P = c(i + hrr S») (• + tang' ff,) . . . ( t -f- hy tang* 

c étant une constante dont la valeur = 4- 

f* 

La supposition que nous ferions en ce cas sera changée en certitude si 
nous faisons voir qu'un facteur quelconque de la quantité précédente , sa- 
voir 1 -J-A^tang' ou simplement iH-^'col*^, est en même temps 
facteur de (DrbIN)* — (1 + /') N\ 

27. Soit donc J* — — tang* €, m , ou simplement jr* = — tang* <? , ce 

qui donne j-^rp ou /* = — sin*C, si l'on substitue cette valeur dans les 

formules de l'art. 35, on aura 

N = A, -f- A, sin*£ H- A s sin<£ -f- etc., 
D= 1 -f- A, sin'£ -f- A 4 sin 4 £ -f- etc., 

ou en exprimant ces quantités au moyen de la fonction *, 

N = -4- f *(— sinC) U *(sinC), 

D = ^ ® ( — sin 6) -f- t * (sin £). 

Cela posé, l'équation (DrfcN)' — (1 +<»)N* = o, qu'il s'agit de vérifier, 
deviendra 

0 = [0 " s-h7?)* ( - ,inC) + O^sh)* 1 "^ J-SS C *^ sin c )-<K»in<))-, 
elle se réduit à 

et l'on en tire (*) 



(*) Dans la formule suivante, * désigne le facteur ± 1 introduit par l'extraction de la 
racine carrée ; cette aorte d'ambiguïté ne devant pas être confondue avec celle qui dépend 
lie la forme du nombre impair p. 
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Substituant les valeurs développées en facteurs, de G (sin£) et *( — sinÉ), 
et remettant à la place de 6, on aura enfin celle équation de condition 
qui devra être vérifiée par toutes les valeurs de im : 

ttKo^->" \ . sin»,— sinC„ smC.H-*ioC alll sinfj— $in»„, siny_, -±. tin »,„ 

(«4) 

tans ta "g '^- j . '"g Sft+fo ! ^g^-'-H 

Mais si dans l'équation (i), nous faisons $ = a„ M il résulte de la valeur 
de U donnée dans les équations (7) et de la loi suivant laquelle croissent 
simultanément les amplitudes 4 et $ relatives au théorème 1", qu'on aura en 
général <\J, = mjr, et par conséquent tang (4^° — î4) = ( — i)" ; donc si l'on 
change a. en € , ce qui revietit à substituer le module h' au module k, l'équa- 
tion (1) sera identiquement la même que la précédente eu prenant 

28. Il est démontré maintenant que de l'équation (23) on déduit un résul- 
tat tout-à-fait semblable à l'équation (19), savoir : 

(25) z—Cy P+ycot'gQ (1 +y*cof c 4 ) 0 -hr'cofC,-. ) 

V ; *7-W' {t +y»cofC,_.) (1 +y»oofC,_ 4 ) (i + j'cofij* 

Quant au coefficient C, il doit être égal à -,, comme on le trouve, en fai- 

sant 4 infiniment petit dans l'équation (19) , et la même supposition faite 
dans l'équation (32) donnera 



Maintenant il reste à prouver que la valeur précédente de z satisfait à l'é- 
quation F(A,4) = ^' F(A, .) ou à sa différentielle ^..^.^y) 

=;*■'• ^ t _2 s r) ^w( x i* g *y ^ a * 8 au ^' eu ^ e su ^ )st * tuer réellement dans le 

second membre la valeur de z en fonction de y, on peut faire usage du 
principe de la double substitution, et l'on trouvera que l'équation dont il 
s'agit est satisfaite au moyen d'une condition qui servira à déterminer le 
module k en fonction de h : cette condition est 

V'_ tang'C, tang'Cj tang*C,_. 



\ 



Digitized by Google 



PREMIER SUPPLÉMENT. a 5 

On a ainsi une seconde démonstration du théorème 11, plus directe que la 
première, mais qui dépend encore en partie de la démonstration du théo- 
rème 1", puisque l'équation (24) a été déduite de l'équation (1) du théo- 
rème 1", en supposant, d'après une autre formule du même théorème, qu'on 
peut faire à la fois <p — a M et 4 = nw. 

Cependant si l'on réfléchit que l'équation dont il s'agit exprime une pro- 
priété des amplitudes a qui servent à diviser la fonction complète F'A en p 
parties égales, propriété que les formules du théorème I er aident à démon- 
trer, mais qui doit être tout-à-fait indépendante de ces formules, on se 
convaincra aisément que l'équation (24) doit pouvoir se démontrer par les 
seuls principes de la division des fonctions. C'est aussi ce que nous avons 
mis hors de doute, dans la démonstration directe que nous donnerons ci- 
après , et par ce moyen , la seconde démonstration du théorème II devient 
tout-à-fait indépendante de celle du théorème I". 

29. Si nous avions voulu simplement démontrer l'équation (22) , comme 
présentant un moyen facile de calculer l'amplitude ta au moyen de 1' 
plitude donnée 4 , nous y serions parvenu facilement en intégrant la v 

leur de dco tirée de 1 équation dm z=. — . . ; , savoir : 

1 ft — A* sin" 4) 

sin' 4- cos'C, sin* 4 cos* tfj sin* 4 cas* £ p —* 



, d-^ 8in*C p_, sin*î,_3 sin* f , 

aa> — 7' i+sin*4cot*C, ' i+5in» 4 cotTCÏ 1 + sin' 4 cot» ÇT,' 

En effet, cette différentielle, traitée par les méthodes connues, conduit à la 
formule 

±«=4,— 4, 4- 4 6 =p4,_=fci4, 

où les angles 4u 4s> etc - > sont déterminés par les mêmes formules que dans 
l'art. 24. 

3o. Pour donner un exemple de ces calculs qui nous conduira à une for- 
mule nouvelle, nous nous proposerons de déterminer l'amplitude 4 en 
fonction de <p par les formules du théorème l* r ; il faudra pour cet effet inté- 
grer la formule 

dp 1 — ft* sin' p sin*» , 1 — ft'sin'gsin'as i — A 'si n'y»in^«p_, 

5=3 7 ' i-*»siD'*sin*-,~ * i-Xr'sin^sir,'-^ ■ — ** sin'fsin*», ' 

Par le développement du second membre, on aura d'abord le terme 

dp .in* «, »in* «3 sin'«,_. 5 i m pi eme nt d<p-y ensuite les autres termes au- 

* sin* », sin* « 4 sin*«,_, r 

ront pour expression générale , _^.^ n ^ tin ^ > m ay 8 " 1 successivement 

4 
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toutes les valeurs a, 4> 6. . ,p— • 1 . Or, on trouve par les méthodes connue» 

\ sin»«n/\, ain'ttn,/ \ sin*a m ^ y sin*«„, / 

v 1 sm'«Jv ^«J v~ibvrA , ~"Ti^r; v~n^:) 

Cette quantité est composée de facteurs qui se trouvent dans les valeurs de 
Q, Q', Q" (art. ,4), et comme on a ^, = , .p^^.^ , on tirera 
aisément de la comparaison de ces quantités 

iM = * — *'»in*««»»i**p-. 1 — **gin , g w »in ,l tf 1> _3 1 — *'sin*a,sin'«. 

• i— *'sin»* 10 sin , « I * 1 — sin» ««sin* « s 1 — ^sin^.sin» 

Cette valeur est celle de Jffi ~ *, développée en facteurs, lorsqu'on 

suppose <p= a.; mais alors 4 = »* • \ \ doDC, puisque m est toujours pair , 
on aura M = 3 — A^sin'a»), 

Cela posé, la fraction -~ Jj^^_ p eu t être mise sous la forme 

2{/(i — k' s in'*,.) . <i? 
cos*$> + (1 — *W«„) sinV 

et son intégrale est 20„ en faisant tang<p a =(i — ^sin'OMang <p 

= tan 8 <P- Donc on aura en général , 

(27) 4 = ? + 2Ç>.+ 2<P 4 + 2? 6 -f- 2<P,_,. 

Cette nouvelle équation entre les amplitudes 4 <?l <P pourra tenir lieu de 
la formule algébrique sin 4 = sin p . ~ dans les applications du théorème 1". 

3i. Nous remarquerons encore que la formule (37) peut servir à en trou- 
ver une semblable qui s'appliquera au théorème II. En effet, soit, comme à 
l'art. 19, sin <p =ri tang <r et sin 4 = < taug r ; on aura tang4 = '»inT, 
tang? = i'sin<r, tang<p„= i>.sinT, en faisant pour abréger >„ = co * a " 
= y(, _ A-'sin'a»). De là résulte 

* = i l ^(frS-;)' 
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etc. 

Donc l'équation (27) deviendra 

( 1 — »iPT \» / i — sin g>\ » » — y, »in«- 1 — y^si nr i — y,., ain «- 

1 -psinr/ V.» + «in»-/ * 1 + y,~sm«- * 1 + y4 sin»- i — y,_,sinc" 

Faisons maintenant dans cette équation les mêmes ckangemens que dans 
l'art. 22 , afin d'adapter cette équation aux dénominations du théorème il ; 
alors il faudra mettre 4 à la place de <r, ce à la place de t , et remplacer et 

par C, c'est-à-dire faire y m =^£— y et l'on aura la formule suivante qui 

devra être ajoutée aux formules du théorème H , et qui pourra tenir lieu de 
l'équation des amplitudes , 

28) tane(45° — £«)=rtanef45 — HO • , , • 7 • ■ . -r. • • — — --f . 

Enfin, si l'on détermine les angles 4t» 4 4 4p— »» de manière qu'on ait 

en général sin4- = >»sin4 = ^^-sin^» •» formule précédente pourra 
être mise sous cette forme très simple : 

(29) tang(45«4.)=:tang(45<'-i4}ta n g'(45''-i4'Otang»(45"-:^)- • • ^W-Hp-Ô- 

3a. Nous terminerons ce paragraphe en donnant la démonstration de la 
formule dont nous avons fait ci-dessus une application importante. Les 
quantités a m étant des amplitudes qui, pour toutes les valeurs de n } sa- 
tisfont à l'équation F (A, «.) = ->F'A , il s'agit de prouver qu'on a 
l'équation 

( ' tang (45° rfc 

(30) * . . gin*! — gin« m sin «3+ sin « t „ sin «5 — 8in««» si u sina^ 

f * ' sin«,-l-sin«,„*sLn«j — sin «,„' sin * 5 + sin «,„,* sin sin *, m ' 



où les signes ambigus se déterminent en prenant le signe supérieur si 
p = 4*' -f- 1 . et l'inférieur si p = 4* — 1 • 

Pour démontrer cette propriété générale des quantités a nées de la di- 
vision de la fonction complète F'A: en p parties égales , nous avons besoin 
du lemme contenu dans cette formule : 

4- 
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où A («Jet A(* r ) représentent v/(i — **sin' a^) et 1/(1 — k* sin» a,). 
Cette formule est une conséquence très simple de celles des art. 18 et 19, 
tome I er , en observant qu'on a 

F(*, + f ) = Fa„ + Fa, et F (*„ _ ,) = F*, - F* . 

Faisant l'application de ce lemrae à la formule que nous voulons démon- 

tang («, n ) 

trer, et désignant, pour abréger, chaque facteur ^ ^ par le symbole 

abrégé (n) , observant de plus qu'on peut n'avoir aucun égard aux signes 
des diflërens facteurs du second membre, parce que le produit de tous doit 
être positif, l'équation à démontrer deviendra 

»ano ' « ï (1— am) (3 + 2 m) (5— am) (7 -f- am). ...(;> — a ± am) 

wng W a — (1 + aw) (3 — 2/») (5 + am) (7 — am). . . — a :p am)' 

et il faudra combiner les deux cas p = 4' +- 1 , = 4' ' ~~ 1 > avec ' es deux 
m = ah , «1=2/1+15 c>e 1 u i ^ era quatre cas » considérer. 

33. Soit d'abord /? = 4' -f- 1 et m= 2A; la formule sera, dans ce cas, 

\ a na<y<;»j_'* \ — 0-4*) (3+4*) (5-4*) (7+4'0 • • • • (4'-3-4*) (4«-' + 4*) 

uu gW > i-ï*«;~ (i+4A)(3-4A) (5+4A) ( 7 -4*). •• .(4«-3+4Â7(?'-i-4A)' 

Les nombres qu'on voit dans le numérateur se divisent en deux séries dis- 
tinctes , savoir : 

A . . . . 1 — 4'* > 5 — 4'* > 9 — 4'** • • • 4* — 3 — !\h , 

B. ... 3 4- 4^, 7 + 4^> 11 + 4^ î' — » 4- 4*» 

La série A se divise ultérieurement en deux autres, Tune des nombres né- 
gatifs 1 — f\h y 5 — /\h.... — 3, l'autre des nombres positifs 1 , 5, 
9.... 4 1 ■ — ' 3 — ^h. La première, en changeant tous les signes, devient 
3,7, 11. ... 4^ — 1 , et elle se lie avec la série B, de raaiuère à ne former 
qu'une seule série 3,7, 11.... /\h -f-4* — 1. Ainsi les séries A et B peu- 
vent être remplacées par les deux suivantes : 

i,5, 9 , i3 . . . . 4' — 4^ — 3 , 
3 , 7 , 11, 1 5 ... . 4* + 4^ — 1 • 

Le dénominateur de notre formule se divise aussi en deux séries, 
savoir : 



Digitized by Google 



PREMIER SUPPLÉMENT. 39 

C. ... 3 — $h , 7 — 4^ » 1 1 — 4^* • • • 4' : ~~ 4^ ~ 1 » 

D. ... 1 + 4^ » 5 + ijA, 9 + < • • 4' + 4^ -~ 3. 

La première C se sous-divise en deux autres, l'une comprenant les termes 
négatifs 3 — 4^> 7 — 4^* • • • "~ 1 » l'autre comprenant les termes positifs 
3, 7, 11... 4* — 4^ — 1 • Changeant les signes des termes négatifs , on a 
la suite 1, 5, 9.. . 4^ — 3, qui s'ajuste avec la série D, de manière à ne 
composer qu'une seule suite 1, 5, 9. .. 4* H- 4^ — 3; de là on voit que 
les suites C et D peuvent être remplacées par ces deux autres : 

3 , 7 , 11.... 4' ' — 4h — 1 > 

i,5, 9 4* + 4^ — 3. 

On aura donc, par cette nouvelle distribution des fadeurs , 

•„„„/' \_ (0 (5)(9)-" (4'-4A-3).(3)(7) ( tQ... (ft + 4*-Q . 

l«m 0 t .p i-ï (l)(5)((j) ... (4 i + 4A_3).(3)( 7 )(..)... (4»_4A-i)' 

ou, en supprimant les facteurs communs aux deux termes, 

tan„(4î) +ï*-J- (4i_4A+i)(4i-4* + 5)... (fc + 4* - 3J ' 
et en remettant les valeurs 4* = /> — i > 2A = wi, 

/ / r 0 i ' - v (j? + 2 — aw) ( />-f 6 — am )(;>■+- ;o — a/w).. . Çp + s w — a) 

lang^D -r*i««)- 0>— am) (/> + 4 — a»») (/> + 8 —a»»)... (/> — 4 + a»»)' 

34- Telle est la formule qui nous reste à démontrer pour le cas supposé 
de ^ = 4' *"f~ 1 ^ w = 2A; les trois autres cas conduiraient au même ré- 
sultat, comme on peut s'en assurer; ainsi toute la difficulté se réduit à 
prouver que cette dernière équation a lieu pour toutes valeurs des nom- 
bres a/» et p , l'un pair , l'autre impair. 

Pour cet effet, nous observerons, i°. que, dans l'expression précédente, 
le nombre des facteurs est m t tant au numérateur qu'au dénominateur; 
2*. que , dans le numérateur , les nombres affectés aux facteurs extrêmes 
(j)-j_ 2 — 2/w), (p — 2 + 2W1), font une somme égale à ap, et qu'il en 
est de même de deux facteurs quelconques également éloignés des extrêmes; 
3*. que le dénominateur est composé du facteur (p — 2m) cl de m — 1 
autres facteurs, tels que les nombres attachés aux facteurs extrêmes bu à 
deux facteurs également éloignés des extrêmes , font encore la somme ip. 

Supposons, ce qui va être démontré, que le produit de deux facteurs 
(/? — »), (^-f-»)> dont les nombres font une somme 2/7, soit égal à la 

quantité constante M = ~, x - 
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, Alors, i*. si m = aA, la formule à démontrer sera 

tane (45° 4- 1 aj) =4 — v — ÎL_ 0>-r-»"0 

parce qu'on peut supposer M = (y? — a/n) (y? + am). 

a 0 . Si w = nh -f 1 , le facteur moyen (p), qui était dans le cas précédent 
au dénominateur, se trouvera dans le numérateur, et l'on aura 

tang (45o -f- i «„) = (p .yj^ Mi = (/> ^L) ' va,eur «F* e8t ,a méme H ue 

Ç£±p^,car on a M = (/> — aro) (/? -f- a/n) = (p) (p). 

Ainsi, lorsque nous aurons prouvé que le produit (p — n) (f-f-n) est 
une quantité constante, il ne restera plus à démontrer que la seule formule 

Ung(45» + > M .) = ^^L ) . 

35. Or, i°. en rétablissant les valeurs des symboles, on a 

Mais on voit que les amplitudes , cL , (p+n) » appartiennent à des fonc- 

tions complémentaires, puisqu'on a Fa„ =£^*F*A, Fol,, , =£^F'k, 

et que la somme de ces deux fonctions = F'A ; on a donc, par la propriété 
des fonctions complémentaires, 

il 

ce qui donne (p — n) (p -f- n) = ^ et (/>) = p. 

a 0 . En restituant de même la valeur des symboles, la formule qui resle 
à démontrer est tang (45» + i = ~^- ?l!:±î!l) ; mettant nu lieu de K 
» valeur A« ;|m _ otJ A..,^, on .un. 

l.ng (4 5- + iO = t-B •„,♦.>• A«, 

Pour vérifier cette équation , élevons chaque membre au carré , nous 
aurons 

«-*» = taD 6' « : ^ ^«^r 

et parce que «, = iT, le premier membre = a,> + — , et d'après le 

sin « p — sin a, m 
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lerame, sa. valeur = I"***^^**"' — } J multipliant les deux termes de 
celte fraction par son numérateur, et observant que dans le nouveau déno- 
minateur le produit des deux tangentes est -rr, et le produit des deux A est 
k\ le dénominateur se réduira à l'unité, et l'on aura ainsi 

I — sm «,„ * ïTp-K»'") T >— i m )> 

de sorte que la formule proposée est vérifiée dans toute sa généralité. 

§ III. Récapitulation des diverses formules qui se rapportent 
aux deux théorèmes de M. Jacobi. 

■ 

Avant d'aller plus loin , il ne sera pas inutile de rassembler ici sous un 
même point de vue toutes les formules qui se rapportent au théorème I", 
et de les mettre en parallèle avec les formules analogues du théorème II. 

Formules du théorème I". 

36. La formule de réduction est en général 

F (A, = p F (A, 4). 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que la fonction F(A, <p) est donnée, 
c'est-à-dire qu'on connaît son module k et son amplitude <p , prise â vo- 
lonté; on veut de plus que les modules A et A appartiennent à une même 
échelle qui aura pour indice le nombre impair p. D'après ces données, il 
faut déterminer les constantes h et fi. et l'amplitude 4- 

Soit pour cet effet sin <p = x, sin 4 et soit a m une amplitude qui, 
pour chaque nombre donné m, moindre que p, satisfasse à l'équation... . 



F (k, a u ) s= — F 1 A; s= — R. On doit regarder les quantités a m comme des fonc- 
tions de A qui peuvent toujours être déterminées, soit par approximation, 
soit par la résolution des équations algébriques qui ont lieu dans la divi- 
sion de la fonction complète K. en p parties égales. Cela pose, l'équation 
entre les amplitudes <p et 4 pourra être présentée sous ces quatre formes : 

X* X* x» ( x- 
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(33) i-^=(. 



(.+ /-Y (.±^-Y 



i— — — i— — - 

sin" «, sin* «3 



(34) («— rr=(»— ^)"-i^v'ïï^/^*vïï?^i"" i-.fcv.faT..' 

( 35) (,^rr i =('-^ t )' : - '"jj"?'" • '~,*T 5i ?'* 3 .... i:=: ^'-^. 

ambigus qu'on voit dans la seconde équation se déterminent en 



prenant le signe supérieur si p = 4* ~f" 1 » el l'inférieur si p = 4* -— i • 

On aura de plus, pour le même objet, les deux formules trigonomé- 
triques 

tang î (m, — Ç) tanfi ' («3 -h») Ung j fa — ») 



I 



4 = ^ -+- 2<P.-f- 3(P 4 -f- 2*y_, , 

(tang^^-^-tang*. 



sin«, 

37. Venons maintenant aux formules qui servent à déterminer fxelh par 
le moyen du module donné A, et qui serviraient semblablement à déter- 
miner p. et k par le moyen du module h. Les plus simples et les plus fa- 
ciles à calculer par approximation , quoique sous forme transcendante , 
sont 

/io\ K H K K' 

(38) K 7== / ? H 7 ' fA = pH == Ë" 

Les formules algébriques qu'on peut employer pour le même objet sont as- 
sez nombreuses, parce qu'il existe beaucoup de relations entre les quanti- 
tés *„ a 3 . ... a,, qui ne dépendent que des deux données k et p. 
Voici les principales , au nombre de neuf, 

z 9 N sin* m, sin* «3 sin* «5 «in* 

(3ofl) fl = — . — . — — - . / , 

x a §in'«,_, un* «^_s sio* m f _i sin" «. ' 

(39^) h = II? siu* et, sin* a, sin* 0% sin* , 

(3qc) - = - : h db I , 

* * ' f* »in a, sin «j sin «5 sin 

(3grf) ^ = 2 sin a, — 2 sin a, H- a sin *% q=a sin 1 , 
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(3^) ^ = 2 sin» «, — 3 sin' a, -f- 2 sin* «3 — 2 sin* * 4 

-f. 3 sin» — 2 sin» «t,_, -f- 1 , 
ttn/M Cos " •« co$*- s 

( , » . a . 3 

(3g^) 1 — J sin* -, Tin* «3 Tio» «5 sin* 

^ / — 2** sin» a, — ik* sin» a 4 — uk* sin* <x,_, , 

<*9 r>'+^ + ~ 2 + 

Les formules (3ga) et (89^) sont celles qu'on a données ci-dessus sous les 
n" 8 et 9; les formules (3gc), (3gd) y (39e), (3g£), se tirent des équations 
(33), (11), (35), (34)> en faisant xet/ infiniment petits, ce qui donne 
x — fiy\ la formule (39/^) se déduit de l'équation (35), en y substituant 
les valeurs 4=t^) ^ = P'ï^i enfin, les formules (3gA), (3g*) , se dé- 
duisent de l'équation (37), en faisant successivement <p et -j 7F — ç infini- 
ment petits. 

38. Nous remarquerons que les formules de ce premier théorème peuvent 
s'appliquer à un module k de plus en plus petit , et finalement au mcdule 

k = o ; alors on aura aussi h = o, et même £ > ht~ x = o. L'équation des 

fonctions complètes K —pf*H devant avoir lieu, quelque petits que soient 

les modules k et h , on en tire /x = - , parce que dans la limite R=H=j^r. 

Ainsi, l'équation F (A, $) = f*F (A , 4,) deviendra 4=^» et l'on aura en 

même temps *. = -.^. Dans ce cas, l'équation (3a) devient 

( 4 o) (1-35^ (1-335-) 0-,i?~ ( ); 

c'est eu effet sous cette forme qu'on peut mettre le sinus d'un multiple 
impair de l'arc Ç. On déduit semblablement des équations (33) et (34) les 
deux formules trigonométriques 

sin( 4 5--^^^ 



(si 

(40 j 



5 
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EnGn, dans le môme cas, les équations (3ga), f3gc), (3ç/f), (tye) t (3^), 
donnent, pour les sections angulaires faites en un nombre impair p de par- 
ties égales, ces cinq formules remarquables : 



(4*) 



^- = tang a, tang et, tang« 5 . • • tang 

2 ,1,2 2 . 
P = : -f" . . . . ± 1 , 

' sin «i sm «3 sin «5 ' sin«p_» 

j . , a _, a 2 , a 

' 1 sin'*, sin" », sin»« 5 sin» «,,_,' 

o = asina,— 3 sin a, + a sin a 5 . . .qpasin i , 

o = asin'a,— asin*a,-f-2sin*<e,. . .-j-asin'ot^, — asin'a^.-f- 1 . 



donne, en faisant p infini, le résultat connu 

Formules du théorème II. 

3g. L'équation des fonctions est 

(43) F (A, F (*, «). 

Dans cette équation , les modules helk, ainsi que le nombre p , sont sup- 
posés les mêmes que dans le théorème I"; ils sont assujettis à la même loi 

contenue dans l'équation transcendante^ =p g?, de sorte que l'échelle 

des modules est la même de part et d'autre. 

Quant aux régulateurs fM et /u', ils satisfont toujours à l'équation uu! = ^ , 

et ils sont toujours compris entre i et -, car on a en particulier u,' = = ■ et 

Pour former l'équation des amplitudes, il faut préalablement calculer, 
d'après le module h' , complément de A, les quantités €,,£.,... qui 

satisfont en général à l'équation F (h\ Ç m ) = ^ F'/i' = ^ H'; ensuite fai- 
sant sin4=/> sinwssz, cette équation peut être mise sous les trois 
formes suivantes : 

(44) M y. ' ^ l+ù?¥>-i . . . ■ ^'cq«-c-_ 
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(45; (i sj -0-7) • T^crtCT' i+scor V-'-r +y-covc,.. ' 
(46) o-*.^^.-*^..^ . -^....—g^ 

On aura de plu*, pour le même objet, les deux formules trigonomé- 
triques 

fUng(45»-i*)=Ung(45»±i4)t»n6 t (45»-H.)tangr(45»-H4) - • .Ung'(45«-^ P _ l ), 

^ ' | sin 4.= t-s — «m 4 , sid 4«= . . «m 4 • • • *m 4, = - .- ^ sin 4. 

I T ira C p _. ' un sin t, 

40. Les quantités 6,, £ a , 6j. . . sont déterminées d'après le module 
h' complément de A, comme les quantités * le sont d'après le module k\ 
en général , l'analyse par laquelle nous avons déduit le théorème II du 
théorème I er , nous autorise à déduire les équations entre les constantes du 
théorème II, des équations analogues du théorème 1", par le simple chan- 
gement 

des six quantités. . . A/, k, h, A', *, tt, 
en six autres h, h\ k', k , € , /*>'. 

Par ce moyen, nous aurons les neuf formules suivantes, analogues aux 
neuf du théorème 1", 

. , sin'C, lin'C, iin'C, sin«C,_, 

(49*) a* = • ' SPC ' • • "iûTc.- ' 

(49^) K = A'' sin'é, sin<£ 3 sin* £ 5 sin* 

\ 12 2 , a 2 . 

(49 e ) ? = ,lnT, ~" slnTa ïinTs ^slol^ ^ 1 ' 

(4ç/J) ^ = a sin 3sinÉ,-r-asin É 6 . . . ^= asin rfc 1 , 

(49e) (^ysssin'ff,— 3sin p ^.-f 3sin'Ç,. . . +38in , ^_ r -r3sin*^_ 1 -f-j , 

,. . h oo»*C, cot'Cs co«*Cs <»»* 
(49/) *7 -^Tc^T, * * ^3 * " * ço^C. ' 

VHy6 ' } — a A"(sin'^H-sin^ 4 ...-4-sin^ f _ 1 ), 

5. • 
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(49*) ^- « +5^+5^ + iiïï?r' 

4t. U est à remarquer que les équations des amplitudes qui dooneut la 
valeur de sin 4 en fonction rationnelle de sin <p t et celle de sin o» en fonction 
rationnelle de sin4> donneraient également les valeurs de tang 4 et 
tang et , l'une exprimée en fonction rationnelle de tang<p, l'autre exprimée 
en fonction rationnelle de tang 4- Voici ces nouvelles formules 

r5oUano^L— Î22Sf i-ta<? cot'*, -. i -tang0cot*«,_3 i-tan g^cot'a. 
V ' S'Y— u • Ung^feotV * i — tang'fcol'a» " ' 1— Ung'f cot*« f -« » 
. i tang* 4 , L t«>"S»4 , , tang» 4 



V ; »"'S«— ^/ • I+ A'»Ung»4ïin'C, * i +A*"tang»4sin'C 4 * * ' i +À'»Ung»4 sin'C, 

§ IV. Remarques sur l'ancienne échelle de modules. 

4a. L'ancienne échelle de modules, qui est censée répondre au nombre 
premier a , est liée par des propriétés communes avec les échelles nouvelles 
construites pour tous les nombres impairs* 

El d'abord on peut poser, pour l'ancienne échelle, la formule 

F (A, <p) =^F(A, 4), 

semblable à celle que donne le théorème l' r de M. Jacobi; car, puisque 
dans celle-ci le module h est toujours plus petit que k , la formule précé- 
dente peut s'assimiler à celle que, dans la notation usitée pour la pre- 
mière échelle, nous représentons ainsi : 

F(A,f>=!±£F(A-, r). 

11 suffit pour cela de faire h^k 9 , /* = £(1 + k*) et 4 = 0°. Ainsi la 
formule générale s'adaptera au cas de p = a , qui est celui de l'ancienne 
échelle, en supposant, i°. que l'équation entre les modules k et h est 

*= 7$ » ou (^î) ^ T=~± ; 2 °- qUG le ré 6 ulaleur * = t ( ' ■+■ h) ; 
3°. que l'équation entre les amplitudes <p et 4 est sin (2^— -4)=Asin4 > 

ou tang(4 — <P) = J-=^ tang ç = A' tang <p, ou tang 4 = , ou 

„ | (1 -f- k') sin «cos 0 „ , 

enfin sin 4 == ^TU^sî^y • Celte équation , présentée sous quatre 
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formes, donne la loi suivant laquelle les amplitudes <p et 4 croissent si- 
multanément; il en résulte que, si a est l'amplitude pour laquelle 

F (k , a) = i F'À- , c'est-à-dire si l'on a sin* et = jqjp = > ^ a corres- 
pondance entre les valeurs de $ et 4 aura '> eu <l ans les points principaux , 
comme il suit : 

<p=so, tt,^,* — a, 7T , 7T -f- et , etc. , 

4 = O, \TT , <7T, fTT, 27T , *7T, CtC. 

Cette correspondance pour l'indice p = a est entièrement semblable à celle 
qu'offre le théorème 1 er pour un nombre impair quelconque p. On peut 
donc, dans l'équation F (A, p) = /aF(à, 4)> faire à la fois ^ as •£ w 
et 4 == ^ > ce <{ui donnera 

F'A: = ajtiF'A , ou i 4- h = jj^ = ^. 



43. Mais si l'on substitue h' à k, et cotiséquemment k J à h, l'équa- 
tion entre k et /*, qui devient h' = ^71? , sera également satisfaite, parce 

qu'on a k' a= Donc les modules A' et A/ peuvent être substitués 

aux modules A: et A dans la formule générale , et alors l'équation 

K H' 
1 -j- A= g deviendra 1 ■+■ # = Ces deux équations ont donc lieu 

simultanément; et puisqu'on a (1 -f- h) (1 -f- k) = 2 , il en résulte 
KH' 

K H 

K =a ir- 

Cette équation entre deux modules consécutifs k et h est la même que nous 
avons dpnnée n" 85, tome 1"; elle s'accorde, pour la valeur /? = 2 , avec 

l'équation générale ^? = pg, qui a lieu, dans le théorème 1", pour un 

nombre impair quelconque p. 

11 reste à voir si le théorème II de M. Jacobi a son analogue dans l'an- 
cienne échelle , qu'on peut maintenant appeler l'échelle n* 2 ou l'échelle 
dont l'indice est 2. 

44* Pour parvenir au moins indirectement à notre but, nous remar- 
querons que , dans les deux théorèmes généraux , les deux équations 
F (A, 0) = j*F(à, 4), 4)=f*' F (*> *)> conduisent à la formule de 
multiplication F (A, u)z=p¥(k, <p). Ainsi, on peut regarder l'équation du 
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second théorème F (A, 4) = A*'F(A, ai) comme une combinaison des deux 
équations F (A, 0)=/tF(A, 4) et F (A, û>) = //F(A, <p). 

Dans le cas de p = a , nous aurons à combiner les deux équations 
F (À, <p) = i(i+*)F(*,4), F(A, «) = 3 F(A-,<p); doù résulte l'équa- 
tion du second théorème, F (A, 4)= 7^TÂ F (*> *) : e ^ e donne /*>' = , 

et par conséquent 2fi/A,'= i , conformément à la loi générale pixu' = i. 

Pour avoir une équation entre les amplitudes a» et 4» il faut éliminer ? 
des deux équations de cette sorte qui répondent aux deux formules.... 
F (A, <p)s=i(i-f-A)F(A,4), F(A, «)s=2F(A, <p); ces deux équations 
sont 

« + = C l/t,-t n lT * tang ^ = tang *✓(.-*• sin' *) , 
et l'on en déduit, par l'élimination de l'équation cherchée 

résultat qui s'accorde avec celui que nous avons trouvé art. 68, tome l". 
45. Nous remarquerons cnûn que dans la formule du premier théorème 

on a tang 4 ou tang p. = ^) ^ *Aang»/ ' ^ ms *> ^"g?» s'exprime ration- 
nellement par tangp; de même, tang <p"' s'exprime rationnellement par 
tang$* : donc, dans la suite des amplitudes <p , p°, etc., qui cor- 

respondent aux modules décroissans A, A°, A", etc., ou, dans nos nouvelles 
dénominations, A, h, h, , A,, etc., la tangente d'une amplitude affectée à 
un terme quelconque s'exprime toujours rationnellement par la tangente de 
l'amplitude du premier terme, c'est-à-dire par tang <p. Mais sin <p° ne s'ex- 
prime pas rationnellement par sin <p. 

Dans la formule du second théorème, F (A, 4) = At'F(A, a), qui se lie 
avec d'autres formules semblables F (A, et) = fjJ, F (A, , û> t ), F '(A,, a»,) 
s=/a',F(A, , »,), etc., on voit que sin a> s'exprime rationnellement par 
sin 4 7 et qu'ainsi, dans la suite des amplitudes 4» <»!»«•> qui ré- 
pondent aux modules croissans h t A, A,, A,, etc., le sinus d'un terme 
quelconque s'exprimera rationnellement par le sinus du premier terme 4> 
comme cela a lieu dans l'échelle construite pour tout nombre impair. 



Digitized by Google 



PREMIER SUPPLÉMENT. 



39 



§ V. Usage des deux t/iéorèmes pour les transformations d'une 

même fonction. 

46. 11 s'agit d'abord de construire, d'après le module donné A, une 
échelle qui réponde au nombre impair donné p , et que nous représen- 
tons ainsi : 

i) . . . . kf y k, y À*, , k f À , h, y h % y A3 . . . . (O 

Pour former celte échelle , qui est commune aux deux théorèmes , nous 
suivrons les formules du théorème 1" ; elles supposent qu'on a calculé 
d'avance, d'après le module k y les amplitudes <*,,««,.... , qui sa- 
tisfont à l'équation F (A- , <x„) = ^ F'*. Ces amplitudes peuvent se trouver, 

soit par les formules données dans le chap. VI, tome I"de notre Traité, 
soit par Jes méthodes d'approximation données dans le tome IL Dans tous 
les cas, il suffira de connaître le premier terme duquel tous les autres 
peuvent être déduits par de simples formules trigon orné triques. 

Connaissant les amplitudes *, on pourra calculer le module h et le régu- 
lateur ft par les formules (39a) et (3^) , ou par celles .des autres formules de 
cette sorte qu'on voudra choisir ; on aura ainsi l'équation F(*, p)=/*F(A,4), 
qui sert a transformer la fonction donnée F(k , <p) en une autre semblable , 
dont le module h sera toujours plus petit que k , comme le fait voir l'é- 
quation (3g£). Quant à l'amplitude 4 , elle se déduit de l'amplitude don- 
née 9 par la formule (3a) , ou , si l'on aime mieux , par l'une des for - 
mules (36) et (37) ; mais , pour qu'il n'y ait pas d'ambiguïté dans cette 
détermination , il faut se rappeler que les amplitudes 4 et p croissent 
inégalement, à compter de zéro, suivant une loi manifestée par les équa- 
tions (3a) et (33). En vertu de cette loi , 

îesvaleurs <P = o, *», a s ,.. . = 

correspondent aux valeurs. . 4 = 0, j-jt, 7T, f?r,... 

Ainsi, lorsque <p tombe entre a» et a^., , la valeur de ^ doit tomber entre 
m.î et (m -f- »)-; ce qui ne laisse aucune ambiguïté dans la détermina- 
tion de l'angle •«]/ par son sinus. Il en est de même pour des amplitudes 
plus grandes; car si une amplitude <p < \ ^correspond à l'amplitude 
4 < P-\ff ■> il est visible que les amplitudes at.itfsfcsip et 2ip.~7rzh-^ 
se correspondent également, i étant un nombre entier quelconque. 
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Maintenant que la fonction F (k, ?) est transformée en une autre fonc- 
tion F (A, 4)» dont le module est plus petit que h y on pourra faire une 
suite de semblables transformations, dans lesquelles le module A sera rem- 
placé par un module plus petit A, , celui-ci par un module plus petit A„ 
et ainsi à l'infini ; ce qui formera la partie décroissante de l'échelle k y A, 
A,, A, , etc. : et les transformées correspondantes de la fonction F (ifc, f) se- 
ront données par les formules 

F(A, f )=pF(A, 4), F(A, 4)=/^,, 4,), F(A, , 4,)=ft.F(A„ 40, etc. 

Il est inutile d'ajouter que l'amplitude 4» 96 déduira de l'amplitude 4 » 
suivant la même loi que 4 & déduit de $ ; qu'il en sera de même de 
4», par rapport à 4i i et ainsi à Pinûni. 

En considérant donc la partie de l'échelle dans laquelle les modules 
forment une suite décroissante , le calcul des amplitudes qui accompagnent 
ces modules n'est sujet à aucune difficulté , et s'exécute par des formules 
rationnelles de même forme ; mais le passage d'un module à l'autre , par 
exemple , du module A au module A, , exige qu'on calcule , pour le mo- 
dule A, des auxiliaires analogues aux quantités a,, a,, a,, etc. , calcu- 
lées pour le module k. 

47. Voyons maintenant quels sont les moyens d'effectuer de semblables 
transformations dans l'ordre inverse , c'est-à-dire dans l'autre partie de 
l'échelle. Si l'on regarde F (A, 4) comme la fonction donnée, il faudra 
d'abord déduire le module k du module plus petit A. Pour cela , le meil- 
leur moyen serait de recourir à l'équation algébrique qui existe toujours 
entre deux modules consécutifs k et A ; car cette équation , qui servira à 
déduire le module k du module plus petit A, servirait semblablement à dé- 
duire le module A, du module plus petit k, puis A, de A, , et ainsi de suite. 
Mais l'équation dont nous parlons, qui est déjà assez compliquée pour le 
cas de p = 5 , le serait bien davantage pour de plus grandes valeurs de p. 
En attendant que la théorie fournisse les moyens de parvenir plus aisément 
à cette équation, on pourrait y suppléer par les formules (49°) e ' (49^) du 
théorème II, qui servent à calculer k' et fi' par le moyen des quantités C my 
qui , elles-mêmes, sont calculées d'après la valeur connue de A'. Or , con- 
naissant k' et u'. ou connaît k complément de K et u = —,. Ainsi les for» 
mules citées serviront à déterminer k et f* par le moyeu de A , el 
à former l'équation F(A, 4) =: ~F(A, = 'F (A, ç) ; elles peuvent, 
par conséquent, aussi servir à déterminer k, par le moyen de k : en sorte 
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qu'on ait l'équation F (k, <p) = v,F (k, , 0,); et l'on continuera cette suite 
à volonté. Au reste , le problème de déterminer k par le moyen de k ou 
k, par le moyen de k peut se résoudre beaucoup plus simplement , si 
l'on ne veut que des approximations, par le secours de l'équation trans- 
K. H 

cendante = p Tl -, , comme nous le ferons voir ci-après. 

Il restera ensuite à déterminer l'amplitude <p, par le moyen de l'ampli- 
tude donnée <p. Ce problème se résoudra comme celui où l'on voudrait dé- 
terminer sin Ç> par sin 4 ; ce qui peut se faire par la résolution de l'équa- 
tion (3a), qui est du degré p. On obtiendra donc de cette manière les 
formules successives de transformation dans l'ordre des modules croissant» , 
comme il suit : 

F(A, = F(A,<p)=, l F(A 1 ,(p,), F(A J ,<p,) = NF(A.,4>0 J etc. 
Et parce que, dans l'équation F (A, 4) = »F(A, <p), on peut faire à la fois 
f =zi?r et 4- on aura » = *jî; on aurait semblablcment 

f,=^- , )». = £p, etc. Ces équations peuvent servir à déterminer ana- 

lytiquement le rapport entre deux termes quelconques de la suite H, K, 
K, , K 4 , etc.; car les régulateurs r,, etc., se déduisent analytique- 

ment des modules correspondans h , k , k x , etc. 

On voit, par ces détails, que le théorème I" suffit seul pour transformer 
la fonction donnée F (Je, en une infinité d'autres, qui auront pour mo- 
dules les différens termes d'une même échelle , calculée pour le nombre 
impair p, d'après le module donné k. Les échelles sont différentes, et les 
calculs pour obtenir les formules de transformation deviennent de plus 
eu plus compliqués , à mesure que le nombre p devient plus grand ; 
mais toutes les déterminations peuvent se faire algébriquement. Il y a 
donc, d'après le théorème 1", une infinité d'échelles de modules dans 
chacune desquelles la fonction proposée F (A, <p) prendra une infinité de 
formes, sans cesser d'être semblable à elle-même. 

48. Venons maintenant aux usages du théorème II. La première for- 
mule de transformation F(A, 4) = a ) > et ce " e I 1 " détermine 
sin « par une fonction rationnelle de sin 4 > nous montrent que l'appli- 
cation la plus immédiate du théorème 11 est de transformer la fonction 
donnée F(//, 4), de manière que le module h soit remplacé successive- 
ment par les modules croissans k, k, , etc., dont la limite est i. 
L'échelle des modules est la même que celle du théorème I er ; mais la 

6 
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détermination des ternies de cette échelle, et celle des régulateurs /a', s'é- 
tablit sur des données différentes. 

Nous avons vu que c'est d'après le module A', complément du module 
donné A, que l'on doit calculer les quantités etc., qui satisfont, 

en général, à l'équation F (A', C m ) = ^F'A'=^H'. Au moyen de ces 

quantités et du nombre donné p, les formules du théorème II offrent 
différens moyens de calculer le module A et le régulateur p! ; alors tout 
devient connu dans la formule qui détermiue siu o> par le moyen de 
sin 4 : on voit d'ailleurs que les variables « et 4> croissent dans une pro- 
portion assez rapprochée de l'égalité , puisqu'elles parviennent simultané- 
ment de la valeur o à la valeur \ K , et à toute valeur multiple de { n ; 
de sorte qu'elles appartiennent toujours au même quadrant, et que leurs 
sinus sont toujours de même signe. On obtient donc ainsi la transformation 
F (A, 4) = f*'F(*» »)» dans laquelle le module donné A est remplacé par 
un module plus grand A. On répétera les mêmes opérations pour rem- 
placer le module A par le module plus grand A,, celui-ci par un mo- 
dule encore plus grand A,; et ainsi à l'infini. Ces modules occupent dans 
l'échelle correspondante au nombre p f la partie croissante A, A, A,, A,, etc., 
dont la limite est l'unité, et les transformées successives de la fonction 
F (A, 4)> seront données par les formules ' 

F(A, 4) = u'F(A, «), F (A, «) = A*', F (A, , «,) , 
F (A,, «,)= ^',F(A,, ».), etc. 

49. Supposons ensuite qu'on veuille faire , dans un ordre inverse , les 
transformations de la fonction F(A, 4)i de manière que son module h 
soit remplacé successivement par les différens termes de la série décrois- 
sante A, A,, A., etc., on rencontrera la même difficulté que le change- 
ment de direction a fait naître dans l'usage du théorème 1". Les for- 
mules directes qui s'appliquent à Tordre des modules croissans donnent 
A et p! en fonctions de h' complément de A ; elles donnent en même temps 
sin où exprimé par une fonction rationnelle de sin 4- Dan* la marche in- 
verse , il faut déduire A et fi' de A, ce qui ne peut se faire que par des 
procédés semblables à ceux que nous avons indiqués : et, d'un autre côté, 
on ne peut déduire sin 4 de sin a> que par la résolution d'une équation 
du degré p. C'est ainsi qu'on aura la première formule de transformation 

F (A , o»)= l -,V{h, 4), ou F(A, «) = /F (A, 4). Par de semblables 
opérations , on trouve 



Digitized by Google 



PREMIER SUPPLÉMENT. 43 
F (A, 4) = >',F(A,, 4,), F(*„ 4.) = /.F (A., 4.), «te., 

de sorte que le module donné k sera successivement remplace par les diflë- 
rens termes de la série décroissante A, A, , A,, etc. 

On voit par là que le théorème II fournit une seconde solution du pro- 
blème dans lequel il s'agit de transformer une fonction donnée F (A , 4) 
en une infinité d'autres qui aient pour modules les différons termes de la 
même échelle déjà construite pour le module k, et correspondante au 
nombre impair donné p. La transformation se fait immédiatement par les 
formules du théorème II, pour passer du module A aux modules croissans 
A, k ly k %i etc.; elle se fait avec moins de facilité, et en exigeant pour 
chaque amplitude la résolution d'une équation du degré p, lorsqu'il s'agit 
de passer du module A aux modules décroissons A, , A., etc. Mais, dans tous 
les cas, la solution peut toujours se faire algébriquement, c'est-à-dire 
par la résolution d'un certain nombre d'équations algébriques d'un degré 
déterminé. 

5o. Indépendamment de ces deux grands moyens de transformation qui 
s'appliquent à tout nombre impair donné n, il en est un troisième qui par- 
ticipe des deux, et qui n'emprunte de chaque théorème que la partie la 
plus facile , où il n'y a pas d'équation à résoudre pour passer de l'am- 
plitude de la fonction donnée à l'amplitude de la fonction transformée. 

En effet, supposons que, par un procédé dont nous donnerons bientôt 
les détails, on ait formé, d'après le module donné £, et dans telle étendue 
qu'on voudra, l'échelle des modules 

1).... £3, A:, A, A, , A, , A 3 .. . . (o 

qui répond au nombre impair donné p. On pourra , par les formules du 
théorème I er , transformer la fonction, en la faisant passer du module k 
aux modules décroissans A , h, , A, , etc. ; et , par les formules du théo- 
rème Il , les transformations pourront être dirigées pour passer , avec la 
même facilité, du module k aux modules croissans k ty k ti k tf etc. 

Dans ces deux séries de transformations, l'amplitude de chaque fonction 
se déduira de l'amplitude de la fonction précédente , au moyen d'une for- 
mule (3a) ou (44)) dans laquelle le sinus inconnu s'exprime rationnellement 
par le sinus connu. A l'égard des régulateurs qui servent à former les équa- 
tions F (A, <p) = /*F(A, 4)> F (^> 4) = 40) etc « » i,s ter- 
minent, soit par les formules propres au théorème I er , soit par les formules 

plus simples ^ = ^, g;» etc. On aura de même, 

6.. 
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pour les équations F (A, <p) = A*'i F (*. » > > <Pi) = > » 

relatives à la partie croissante de l'échelle , les* formules ft', = ^- , 

= | > etc - 

5i. II ne sera pas inutile de joindre ici un petit tableau où Ton verra 
d'un coup d'oeil la liaison des formules que chacun des théorèmes fournit 
pour la transformation de la fonction proposée, tant dans l'ordre crois- 
sant que dans l'ordre décroissant. 

Échelle générale des modules pour le nombre impair p , 

i).... k Si k ty A,, k y A, A,, A., A s ,.... (o 



Formules du théorème J". 

Ordre décroisant, { F(*, « +) F(*, + ) = M . F(Al , 4 .) , 

f F (A, 4) = ,F(A,<p), F(^,^) = ,,F(A: l ,<p 1 ), 
1 F(A,,$> 1 )=>>.F(*., <?y), etc. 



Ordre croissant , 



K H II 



Valeurs des ■ \ * ~ P H > " P U, ' ~ ^H. 
régulateurs, j „ , 1= |5, = etc. 

Formules du théorème II. 



Ordre croissant , 
Ordre décroissant , 



f F(A,4) =^'F(A:, «), F(jfc,«) = f«'.F(A., •,), 
l FCA,,û>,)=( t * / .T , (^>«.)» etc. 

f F (A;, •)=»T(A I +), F(A,4) = /,F(A,,4 1 ), 
l FfA,,4,)=«''.F(A.,4.), etc. 



H K K 

Valeurs des I K » = ë; ' ^''= C * etc - > 

régulateurs, | K , _ H , H, 

l — II ' • — H, * » H, » etc * 

Rapports entre les régulateurs des deux théorèmes , 

» = pu-', y, = pu,', , v, = pu\ , etc. , 

*' = PP> y = PP> > = J>«<« > etc. 
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§ VI. Usage des mêmes tJiéorèmes dans la multiplication et la 
division des fonctions de première espèce. 

5a. Mous avons déjà remarqué que les formules données par les deux 
théorèmes, savoir, F (A, ^) = ftF(/*, 4)> F(^> 4) = A^F con_ 
duisent immédiatement à l'équation 

F(A , a) = p¥(k, <p) , 

qui servira également à la multiplication des fonctions et à leur division par 
le nombre impair p. 

On voit d'abord qu'étant donnée l'amplitude <p de la fonction simple 
F (A, p), il faudra chercher l'amplitude 4 de la fonction auxiliaire F(//, 4), 
au moyen de la formule (3a) du théorème I ,r , laquelle donne la valeur de 
sin 4 > exprimée par une fonction rationnelle de sin <Ç - ensuite , on fera 
usage de la formule (44) du théorème II , qui donne semblablement l'ex- 
pression de sin et en fonction de sin 4> D'ailleurs , on connaît la loi que 
suivent , dans leurs accroissemens , les amplitudes <p et 4 > ainsi que celle 
qui a lieu dans les accroissemens des amplitudes 4 et co. Ainsi la détermi- 
nation de sin a par sin Ç fera connaître, sans ambiguité, la valeur de eo dé- 
duite de celle de <p. 

On peut supposer que la valeur de sin 4 en sm <P> donnée par le théo- 
rème I* r , est substituée dans la formule (44) du théorème 11, et alors on 
aura immédiatement l'expression de sin a, laquelle sera donnée par une 
fonctiou rationnelle de sin f f dont le numérateur est un polynôme du de- 
gré p*^ avec tous les exposans impairs, et le dénominateur un polynôme du 
degré p — i , avec tous les exposans pairs. Cette substitution peut être cen- 
sée satisfaire au problème que nous nous étions proposé n° 22, tome 1 er , et 
qui consiste à trouver l'expression générale de sin <p„ et cos <p m en fonction 
de sin <p et cos<p. 

Nous remarquerons cependaut que la solution qui vient d'être indi- 
quée suppose connues les quantités <x. et € m pour toute valeur de m. Ces 
quantités peuvent se déterminer par les équations algébriques dont elles 
dépendent , ou par les méthodes d'approximation ; mais elles sont en quelque 
sorte étrangères au problème dont il s'agit, et elles doivent disparaître dans 
le résultat final, qui ne peut contenir, tant au numérateur qu'au déno- 
minateur , que des coefficiens exprimés en fonctions rationnelles du mo- 
dule A. Ainsi, le problème de la multiplication des fonctions n'est en- 
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core résolu que d'une manière incomplète , et qui laisse beaucoup à 
désirer. 

11 en est de même, à plus forte raison, du problème de la division des 
fonctions: cependant, comme ce problème présente, en général, une équa- 
tion à résoudre du degré p* , il faut avouer que l'application de nos deux 
théorèmes sert à diminuer beaucoup la difficulté. 11 faut, pour l'usage de 
ces formules, calculer préalablement les quantités tt m et C m , qui servent à 
diviser les fonctions complètes F'A et F'A' en p parties égales. Ces quantités 
étant connues, la division de la fonction F (k , et) en p parties égales, 
c'est-à-dire la détermination de l'amplitude $ qui satisfait à l'équation 

F (A, 0) = ^F(A, ai), se réduira à résoudre deux équations du degré p, 

savoir, l'équation (44), pour déterminer sin 4 par 1« moyen de sin a, et 
l'équation (3a), pour déterminer sin? par le moyen de sin 4- On voit, par 
conséquent , que sin 4 sert d'auxiliaire pour décomposer l'équation du de- 
gré />* en deux équations du degré p. 

Les choses se simplifient ultérieurement dans les cas particuliers, ainsi 
qu'on le verra ci-après dans le développement des cas de p = 3 et p = 5. 

§ VII. Usages de l'équation transcendante |> = p 

53. Nous remarquerons d'abord que le théorème contenu dans cette 
équation s'accorde avec ceux que nous avons trouvés sous une autre 
forme n° 85 et n° 190 du tome 1" ; le premier, pour le cas de p = a , 
qui est celui de l'échelle ancienne , et le second , pour le cas de p = 3 , 
qui est celui de la seconde échelle dont nous avons traité dans le cha- 
pitre XXXI. C'est donc un résultat général qui s'applique non-seulement 
à tous les nombres impairs sans exception, mais même au cas de />=a, qui 
se rapporte à l'ancienne échelle. 
K. H 

La formule ^=/ ? jp représente, sous la forme transcendante, l'équation 

algébrique qui existe toujours entre deux modules consécutifs k et A, pris 
dans l'échelle dont l'indice est p , k étant le plus grand des deux. On aura 

H H 

semblablement, entre les modules h et h x , l'équation ^,=p~, entre h, et 
h, , l'équation gr = p g? , etc. ; donc 

K H Hi ,H t 
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K H 

et, en général, ^; = p n+ï C'est la relation qui existe entre le mo- 
dule k et le module /*„, qui occupe le rang m-f- 1 , après k , dans la suite 
décroissante k, A, /*,, /*,, etc. On aura donc semblablement, entre les mo- 

K K. 

dules k m el k, l'équation ^ L =^"^î car le module k est placé au rang 

m , après A», dans la série décroissante k u , /t m _, , k t , k,, k. Cette 

même équation , sous la forme 

K_ _i_ 

contient une relation directe entre le module k et le module A„, qui occupe 
le rang m, après A, dans la série croissante k , k, , k t . . . . k m . 

Les transformées successives de la fonction F (k , Q-) , suivant les for- 
mules du théorème 1 er , et dans Tordre des modules décrousans, sont don- 
nées par les formules 

F(i:,^=^F(A,4), F(A, 4,). F(/*,,4,)=^F(*„4.),etc., 

, „ 1 K i H 1 H, 

oulona A*=--h» ^=VhI' elc ' 

Il en résulte les valeurs successives 

F(A,<p)= *F(A, 4)= i.|F(A, 4), 

F (A, 9) = ^,F(A, , 4.) = 1 . g; F(/i, , 4.) , 

F (A, p) = ^ lA *,F(A,, 40 = ^- ~F(A., 4.), 
etc. 

Donc on peut passer immédiatement du module k au module h m , pris 
dans la série décroissante , par la formule 

Y(k,<p)=^,.±S(h mi 4.). 

On passera de même du module k au module k m , pris dans la série 
croissante, par la formule 

F(*,*) = ^.£.F(*.,*J. 

54> Dans le premier cas, l'amplitude 4* se déduit de l'amplitude précé- 
dente 4«-i> suivant la même loi que 4 déduit de 0, c'est-à-dire par une 
équation qui exprime rationnellement sin 4 en fonction de sin <p , et sembla- 
blement sin 4. en fonction de sin 4— • 
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Dans le second cas, qui s'applique aux modules croissans, l'amplitude f m 
se déduira de la précédente <?,_,, en résolvant une équation du degré p. 11 
y aurait donc autant d'équations de cette sorte à résoudre que d'unités 
dans m j et , en outre , il faudrait à chaque opération calculer la série en- 
tière des quantités analogues à a.. Mais il s'agit ici de simples possibilités , 
et non de l'exécution effective de tant de calculs qui deviendraient bien- 
tôt impraticables, même pour d'assez petites valeurs de p et de m ; on a 
au moins l'avantage de pouvoir former a priori, et par des calculs rendus 
faciles par des transcendantes bien connues, l'équation qui fait passer di- 
rectement du module k au module plus petit h m , ou au module plus 
grand k m . Quant aux amplitudes 4» ou <p,, il sera toujours possible de 
les trouver par approximation, en supposant F (A, <p) connu, puisque h m 
devenant bientôt très petit, ou même négligeable, F (A,, 4«) se réduit à 
4.; et que, d'autre part, k m pouvant bientôt être confondu avec l'unité 
F (k m , (p,) se réduira à log-tang (45' + i <p m ). 

Les mêmes calculs que nous venons d'indiquer s'appliquent aux formules 
du théorème II, ainsi qu'on peut le voir par le tableau de l'art. 5r. 

K H 

55. Revenons maintenant à l'équation ^'—Pf^i ou, plus générale- 
ment , aux équations 

K — f H' n ' K/ p™' ¥J~ m ' 

qui servent à passer, l'une du module k au module h m , dans l'ordre dé- 
croissant, l'autre du module k au module k mJ dans l'ordre croissant. Sup- 
posons qu'étant donné k, on veuille calculer par ces formules les difië- 
rens termes de l'échelle qui répond au nombre impair donné p. 

Par la table des fonctions complètes (table 1", tome 11), on connaîtra 
à la fois les logarithmes de K et de K' calculés avec douze décimales; ou 
connaîtra donc le logarithme de |>, et par suite celui de Lorsque 
A» ne sera pas trop petit , on pourra trouver dans la table une valeur de 
h m , qui corresponde à peu prés au logarithme de alors on trouvera ai- 
sément, par interpolation, une valeur fort approchée du module demandé A.. 
11 en sera de même des cas où l'on pourrait trouver dans la table un loea - 

rithme peu différent de celui de ~- ; mais le plus souvent les limites de la 
table ne permettront pas de faire ces interpolations, et le calcul pour déter- 
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miner h m ou k^ n'en deviendra que plus facile. En effet , la série h f h tt 
A, , etc., décroissant d'une manière très rapide, on pourra bientôt supposer 

H„= \ * et H'„ = log ~ ; de sorte qu'on déterminera immédiatement le 

module h m par l'équation 

dont le premier membre représente un logarithme vulgaire. 

De même, à cause de la couvergence très rapide de la suite k, k,,k„. . . 
vers la limite 1, on aura bientôt, avec une exactitude suffisante, 

K',= ï7T et K„=log. l'vp.^ ; 

ce qui donnera 

,0g £ = i7rpM ' K 7 ( 0, 4 3 429- • •)» 

équation qui détermine le module k my très peu différent de l'unité, par son 
complément k' m . 

Cest ainsi qu'on pourra calculer, dans toute l'étendue qu'on voudra, 
l'échelle des modules qui résulte du module donné k et du nombre 
impair donné p ; et il ne sera pas plus difficile de calculer le dixième 
ou le centième terme , avant ou après le module donné A, que tout autre 
terme voisin de k. 

56. Si, après avoir formé l'échelle qui convient au module donné £ et au 
nombre impair p , on forme une seconde échelle avec les complémens des 
termes de la première , placés au même rang , comme on le voit ici : 

1).... kf, k û} k ty k y hj h, t h ti A s .... (o 
o).... k'i, kf t1 k', , h', h' lt h' ty h' s . . . . (1 

cette seconde suite sera l'échelle des modules qui, pour le même indice p, 
répondra au module k', complément de k; elle sera seulement disposée dans 
un ordre inverse, c'est-à-dire qu'elle sera croissante dans le sens où la pre- 
mière est décroissante, et réciproquement. Ainsi, l'échelle construite pour 
le module k fait connaître immédiatement l'échelle qui répond à son com- 
plément A', l'indice p étant le même dans les deux cas. Nous avions déjà 
fait mention de cette propriété au n° 76, tome 1", pour l'ancienne échelle 
qui répond à p = a, et au n° 189, Aid., pour l'échelle qui répond à 
p sss 3 ; mais on voit que cette propriété est générale pour toutes les 
échelles qui répondent à un nombre impair quelconque. En effet , de l'é- 

1 
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K. H 

q un lion ^7 =p j|7 , qui a lieu pour le module k, on déduit immédiatement 
K' i H' 

l'équation g- = - . ^ , qui se rapporte au module hf, en renversant Tordre 

des termes, ce qu'exprime le changement de p en -. Examinons, mainte- 

P 

nant deux cas particuliers très remarquables. 

57. Supposons premièrement A; = sin {5°, on aura A = A / , et par con- 

H' 

séquent p = j^-. Or, p étant donné, il existe toujours une équation algé- 
brique entre les deux termes consécutifs k et h ; et si l'on met dans cette 
équation la valeur k=\Z%, on en tirera la valeur de h, qui satisfait à l'é- 

H' 

quation transcendante p = jj- , et qui peut être considérée comme une fonc- 
tion de p, algébriquement déterniinable. Dans la même hypothèse, puisque 
k'=zk, l'échelle des complémens sera la même que celle des modules, 
mais dans un ordre inverse; d'où il suit que l'échelle, pour le nombre p , 
sera alors de la forme 

1).... A's, A',, A',, A', sin 45*, A, A, t A,, A,,.... (o 

c'est-à-dire que les termes également éloignés du terme moyen sin f\5* se- 
ront complémens l'un de l'autre ; tels sont A et A', A, et A', , etc. 

58. Supposons, en second lieu , que dans la même équation algébrique dont 
on vient de parler on fasse h = k" = — k*); ou en déduira une valeur 
de A, laquelle ne dépendra que du nombre p, qui est l'indice de l'échelle. 
Mais puisqu'on a, daus cette hypothèse, k = A', ou aura aussi A' = /:; et 
par couséquent il y aura entre les fonctions complètes de semblables éga- 
lités, c'est-à-dire qu'on aura H = K' et H' = K ; donc l'équation.... 

K H . /KV K . 

=p ^ donnera =y>, ou ^ =z\/p. 

Dans le premier cas, l'équation des modules nous a fourni la valeur 
du module A , qui satisfait à l'équation transcendante |p=/7, en faisant 

Dans le second cas, la même équation, dans laquelle on fait 

A = y/(i — A'), donnera la valeur du module k, qui satisfait à l'équa- 
tion transcendante ^,=y / />. 

Mais si dans les deux échelles complémentaires du n" 5(i ou fait A'= k , 

la partie croissante de l'échelle inférieure, savoir, k, A',, h' %y h' 3 , 

coïncidera avec la partie croissante de l'échelle supérieure, savoir, k, 
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A,, k, , et pareillement la partie décroissante de l'une coïnci- 

dera avec lu partie décroissante de l'autre. Ces deux conditions, qui sont 
une conséquence l'une de l'autre, donnent k t =h' t , k t =h\, Aj=/r',, etc., 
et en même temps , k* % = h é , k' s = //,, etc. 

11 s'ensuit, par conséquent, que Péchellc des modules, dans le second cas, 
est toujours de la forme 

i ) . . . . k% , k % , k, , k , k', k\ , k' % , k' 3 , . . . . (o 

où l'on voit que les deux termes moyens k , k' sont complémens l'un 
de l'autre , et qu'il en est de même de deux autres termes également éloi- 
gnés des termes moyens. 

Cette échelle , qui a pour indice le nombre p , est telle , que deux 
termes consécutifs m et « satisfont toujours à l'équation ' transcendante 

M N i4 . ,. . „ „, K K' 

jjp=p^, . Un a, en particulier, pour k et K 1 équation -, = p — , ou 

£.=V> ; pour # et l'équation ^^If] , ou -J. = j»t/p» pour A', 

K' K' K. 

et A',, l'équation "jf^ == Z 7 "j^ j ou — P % Vp > et ams » de suite. 

5q. Remarquons maintenant que les deux échelles que nous venons de 
construire peuvent être réunies en une seule et même échelle, qui aura 
pour indice \/p ; cette échelle unique sera composée des termes entre- 
lacés des deux autres , comme il suit : 

1).... A',, k, y h' t , A,, h', k y sin 4^*, k', h, k', , //,, k',, h (o 

En effet, il est aisé de voir que, si m et n sont deux termes consécutifs de 
cette échelle, n étant on aura, entre les fonctions complètes corres- 

pondantes, 1 équation ^ =yp.^,. 

Car, si m appartient à la série dont sin 45" est le terme moyeu , on 
M 

aura ôî> = p i > ' étant positif ou négatif, selon que m est plus grand ou 

plus petit que sin 45* ; alors n appartiendra à l'autre série , dont k et k' 
sont les termes moyens, et l'on aura 

â> = p'-'v = jfWP- donc M , = 

Le même résultat aura lieu si m appartient à la série dont k et k sont les 
termes moyens, et n à l'autre série. 

L'échelle unique que nous venons de former avec l'indice tfp jouit de la 
propriété que deux termes pris à égale distance du terme moyen sin 45° 

7- 
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sont toujours complémens l'un de l'autre ; elle jouit même de cette propriété 
d'une manière exclusive : car on peut démontrer que, dans toute autre 
échelle, on ne trouvera jamais deux termes qui soient complémens l'un 
de l'autre. 

Lnc autre particularilc attachée à celle échelle, est que l'équation trans- 
cendante ^7 = \/p ^, , qui la caractérise, ne parait pas susceptible d'être 

représentée par une équation algébrique entre les deux termes consé- 
cutifs met n, quoique les deux échelles dont elle est composée, l'une 
construite d'après le module sin 45*, l'autre d'après le module k , déter- 
miné en fonction de p y appartiennent toutes deux à l'indice p, et soient 
soumises, par conséquent, à la loi algébrique qui lie entre eux deux termes 
consécutifs. 

6o. On a un exemple de l'échelle unique dont l'indice est {/p , pour 
le cas de p = 2, qui est celui de l'ancienue échelle, dans la réunion des 
deux échelles formées n° 77, tome I", lesquelles donneraient, suivant les 
dénominations précédentes, 

A' = y/ 3—1, kz= v / {iy / 2— a), A= 3 — 3^2, h'= a(y/2— 1)^2. 

M N 

Cette échelle satisfait à l'équation ^ =1/3. ^> ; mais dans ce cas , le plus 

simple de tous, ou ne voit pas quelle serait l'équation algébrique qui 
pourrait avoir lieu entre deux termes consécutifs de l'échelle : on sait seu- 
lement que, pour les termes alternatifs tels que n et n,, n, et on a 

n — el n * = 74~- Si J' 0 " fait donc n = 4 («•) > 4 désignant une 

fonction inconnue, il faudrait déterminer cette fonction de manière qu'elle 
satisfît à l'équation 

Un second exemple de l'échelle unique se trouve, pour le cas de p=5, 
dans la réunion des deux échelles données n°' 19a et ig3 du tome 1" ; 
elles s'accordent avec la forme générale du n* 5(), en faisant k == «070°, 

v • r. u t/3 -f y/3 , l/a — t/3 ■> , > 1 

K — sin 10 , n — , _j_ ^3 , « — ■ i _^ 3 ; et 1 on a gcneralement pour 

deux termes consécutifs m et » l'équalion = y/3. Cette échelle est 

remarquable par ses trois termes moyens, qui sont sin 75% sin 45*, 
sin i5°. 
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Enfin, on peut donner un troisième exemple de l'échelle unique, pour 
le cas de /> = 5, en faisant A = sin^ et sin ?<J == (2 sin i8°) 3 =v/5 — 2 ; 
d'où résultent les valeurs logarithmiques 

k.... 9.99690 94449 60 K 0.54714 87821 45 

if.... 9.07509 76386 26 K' 0.19766 37799 76 

Dhî. . . o . 34948 5oo2 1 69 = ï luy 5. 
On a donc, en effet, =r, =i/5. Dans ce même cas, si l'on fait h = sin y 
et sin 2^ = (2 sin I8*)", on aura les valeurs logarithmiques 
h.... 7.1911 1 88449 '7 H.... 0.19612 oi388 25 

h ' 9-99999 947 6 4 10 H ' 0.89509 01431 60 

DUT... 9.30102 99956 65s=Iog(o. 2). 

H 1 

Donc jj, = 5 ; ce qui convient, en effet, soit à l'échelle dont l'indice est 5, 

pour deux termes consécutifs sin 45* et A, soit pour les mêmes termes, à 
deux places de dislance, dans l'échelle dont l'indice est \/5. 

61. Si l'on propose de trouver un module m tel , que la fonction 
complète M , qui lui correspond , soit à son complément M' dans le 

rapport de p à 1, ou dans celui de \/p à 1 , de sorte qu'on ait 

M M 

—, = p ou ^ = \/p , p élant un nombre quelconque entier ou ration- 
nel , ce double problème se résoudra par les termes moyens de l'échelle 
construite pour l'indice [/p. 

En effet , cette échelle étant ainsi désignée 

1 ) • . . . k t , ki , k , sin 45 e , k , h x y k , , • • . • (o 
K K 

on aura ^, = i/p et ^=p: donc, dans le premier cas, on aura m=k l , 
et dans le second , m = A. 

$ VIII. O/ï prouve que le nombre des échelles et celui des 
transformations qui résultent des propositions précédentes , 
peuvent encore être augmentés à l'infini. 

62. On a vu que l'échelle ordinaire, ou ce que nous appelons V an- 
cienne échelle des modules, correspond au nombre p = 2. Les échelles 
nouvelles peuvent être construites, à l'aide des deux théorèmes de M. Ja- 
cobi , pour tout nombre impair donné p ; mais nous considérerons seule- 
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ment les échelles qui se rapportent aux nombres premiers 3,5,7, elc - : el 
la combinaison de ces échelles avec l'échelle ancienne, dont l'indice est 2 , 
va nous fournir des résultats infiniment plus nombreux que tous ceux que 
nous avons déjà obtenus. Nous allons prouver, en effet, qu'on peut cons- 
truire une échelle particulière de modules , non - seulement pour tout 
nombre entier, mais même pour tout nombre rationnel proposé. 

(>:>. Supposons, par exemple, qu'on veuille former une échelle pour le 
nombre 3o = 2. 3. 5. Prenant toujours k pour le module donné, appe- 
lons h le module qui suit k dans l'échelle ancienne ou dans l'échelle n° a ; 
prenons de même, dans l'échelle n° 3, les deux termes consécutifs h et f, 
et dans l'échelle n* 5 les deux f et g. Ces trois échelles seront indi- 
. quées partiellement , pour faire connaître l'ordre des termes , comme il 
suit : 

Échelle n* 3, termes consécutifs A, h (o 

n* 3 h, f. . . . (o 

«•5 /, g. . . . (o 

D'après les propriétés des fonctions complètes correspondantes, on aura 
K G 

il en résulte ^> = 3o^,. Ainsi, g sera le module qui doit suivre k dans 

l'échelle n° 3o , en cette sorte 

Échelle n* 3q, termes consécutifs k, g. . . . (o 

Dans l'échelle n* a , on connaît l'équation entre les modules k et h ; celte 

équation est k = Dans l'échelle n° 3 , l'équation entre les modules 

h , / et leurs complémens h\ f est tf(hf) V{h'f) = 1 '■> ^ ans l'échelle 
n* 5, 011 connaît l'équation entre f el g , que nous donnerons ci-après. 
Au moyen de ces trois équations , on pourra former l'équation entre k 
et g; ce sera l'équation des modules qui répond à l'équation transcen- 

jr G 

danle ■=:, = 3o jr, , et qui servira à calculer algébriquement tous les termes 

de l'échelle dont l'indice est 3o. 

On formera semblablenient l'équation entre les sinus des amplitudes par 
la combinaison des trois équations analogues qui ont lieu dans chacune 
des échelles a , 3 , 5 : c'est ce qu'il serait inutile d'expliquer ici avec 
détail: car on voit bien qu'il s'agit de possibilités , et non de calculs ef- 
fectifs. 
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64- Lorsque le nombre donné pour indice de l'échelle aura des fac- 
teurs égaux , on prendra , dans les échelles correspondantes , des termes 
non contigus, mais qui se suivent à la distance convenable. Soit proposé, 
par exemple, le nombre p — 36o = 2 S . 3». 5, on prendra, dans les 
échelles n°* a, 3 et 5, les termes h % , /, g, comme il est ici indiqué : 

Échelle n* 2, termes successif k, h, //, , h (o 

»' 3 //,,/,/. .... . (o 

«°5 g (o 

D'après la disposition de ces termes dans leurs échelles respectives, ou 

aura 

& -s H. H ... F, F, fi G 

K. G 

ce qui donne g = a s .3*.5 ^. Donc A: et g sont deux termes consécutifs 

dans l'échelle n° 3lio. 

Quant à l'équation entre les modules k et £, qui permettra de calculer 
tous les termes de cette échelle, on la déduira des équations connues dans 
les échelles particulières entre À* et A», entre h m et f, , en On, entre f t et g; et 
l'on observera que l'équation entre k et h % doit être formée par la combinai- 
son des trois équations qui ont lieu entre k et h , entre h et h, , enfin , 
entre h, et A,j que, de même, l'équation entre //, et /, résulte des équa- 
tions entre //. et f> puis entre /et f x . On formera semblablement les équations 
des amplitudes. Toutes ces opérations deviennent très compliquées, à me- 
sure que les nombres augmentent ; mais elles peuvent s'exécuter algébri- 
quement dans tous les cas. D'ailleurs , si l'on ne veut que des approxi- 
mations, les modules sont toujours faciles à calculer par l'équation trans- 
it H 

cendante ^> = p jj?> quelque grand que soit le nombre p. 

65. On doit voir maintenant qu'il est facile de former une échelle qui 
réponde à tout nombre rationnel proposé. 

Soit , par exemple , p = l ; on considérera , dans l'échelle n* 3 , les 
deux termes consécutifs k et /<, et dans l'échelle n° 2, les deux f et A, 
comme il suit : 

Échelle n* 3, termes consécutifs À", h. ... (o 

n* a f y h....(o 

K H F H It F 

il en résulte les équations —, = 3^7, p — 2 — : donc = ; J OIK 
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k et f sont deux termes consécutifs dans l'échelle dont l'indice est \ , en 
cette sorte 

Échelle | , termes consécutifs A: ,/.... (o 

Quant à l'équation entre k et f, elle se formera de l'équation entre k 
et h , laquelle est \/{kh) H- tf(k*W) = i , et de l'équation entre /et h, 

«voir,/=î$, ou/'=^; d'où A= ^ et = On a un 

donc pour l'équation cherchée 

66. Soit A ss A'=|/t ; si 1W fait h = sin é , l'équation vAin < -f- \/cos « 
=^a donnera siu2« = (a— |/3)" = (asin i5 8 ) 4 , as = 4° 7' i",8c)938 , 

fi = a- 3' 3o",94969 , /'= Kpî = taD 6" (4*° - * •) = 68%536o6 7 39 , 
f = sin ai°,46393a7i. D'après ces valeurs de / et de f , on trouve pour 
les fonctions complètes F et F les valeurs logarithmiques 

F' 0.38767 81903 

F o. ai i58 693o3 

DifT. ... o. 17609 12600 = log \. 

K F 

Donc on a \ .p. La valeur de /appartient à l'une des deux échelles 

\ qui composent l'échelle unique \/\. 

67. Pour avoir l'autre échelle, soit k=f, et, par conséquent, k'z=f\ 

l'équation à résoudre sera ^/£~7+"ïT V^C ^'-H^ D = *' 
t^J^ = x\ on aura x-f. \Zïx= 1 ; d'où \/x = ^ ~ ' , x= 2 — \/3 
et kz= ^^^3" : c'est ' e module qui satisfait à l'équation transcendante 

|, = y/\. On trouve log k = 9«9a584 76645} ce qui s'accorde avec la 

solution que nous avons donnée du même cas (n" 197, tome 1"). D'après ces 
deux déterminations, les cinq termes moyens de l'échelle \/\ seront /', k, 
sin 45% k* y f. 

68. Soit proposé de former l'échelle qui. a pour indice y = On 
prendra dans l'échelle n° 1 , les trois termes consécutifs k , h , h, ; dans 
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l'échelle n« 3, les deux h, , /, et dans l'échelle n« 5, les deux g,f, comme 
on le voit ici : 

Échelle n* a, termes consécutifs.. . . k, h, h (o 

d 3. Jig y ••••••• 



8>f- (o 



et, par la propriété de ces échelles, on aura 

K 7==/ »H r ,' H 7 , = F ' G 7==5 F' dc,a > Îë — ^ G 5 - 
Ainsi, k et g seront les deux modules consécutifs dans l'échelle L'é- 
quation entre k et g se trouvera par la combinaison de l'équation entre 
k et h, , dans l'échelle n* a , de l'équation entre A, et y, dans l'échelle 
n' 3 , et de l'équation entre g et y, dans l'échelle n° 5. Si , en même 
temps, on détermine k de manière qu'on ait k = g*, fc 1 = g , on aura 

^7 = ^/-^, et l'échelle qui en résultera sera l'une des deux qui compo- 
sent l'échelle unique pour le cas de p = ^ , c'est-à-dire l'échelle dont 
deux termes consécutifs m, n satisfont à l'équation ^ =.\/p.-. 

69. En général, quel que soit le nombre p. entier ou fractionnaire, on 
pourra toujours construire, d'après le module donné k, une échelle qui ré- 
ponde au nombre p , et obtenir une équation algébrique entre deux termes 
consécutifs A; et A de cette échelle. 

De cette équation on pourra toujours déduire deux échelles [particu- 
lières, l'une pour le module £=sin 45°, l'autre, en déterminant k et h 
d'après la condition Ar=A'ou k' = h. Ces deux échelles, réunies par une 
sorte d'intercalation , formeront une échelle unique qui aura pour indice 
\Zp, et qui, pour deux termes consécutifs m etn, satisfera , en général , à 

l'équation ^ = . j," Cette échelle aura la propriété que deux termes 

quelconques également éloignés du terme moyen sin 45° seront complé- 
tons l'un de l'autre ; de sorte que toute fonction dont le module m sera 
compris dans l'échelle unique, pourra être transformée en une autre dont le 
module sera m', complément de m. 

Nous avons, dans un autre temps, avancé que les exemples d'une fonc- 
tion dont le module peut être changé en module complémentaire , étaient 
très rares-, maintenant que la théorie des fonctions elliptiques a reçu de 
grands accroissemens, on voit que cette propriété a lieu pour tous les mo- 
dules compris dans l'échelle qui a pour indice \ p , p étant un nombre 

8 



58 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

quelconque, entier ou fractionnaire; et les exemples connus viennent se 
ranger, comme cas particuliers, dans cette classification infiniment étendue. 

70. Si l'on considère enfin que, pour former l'équation entre les sinus 
des amplitudes ou entre leurs tangentes , on a la faculté , pour chaque 
facteur premier dont le nombre p est composé , soit multiplicateur , soit 
diviseur , de choisir entre les deux équations des amplitudes fournies par 
les deux théorèmes, et qu'ainsi le nombre des combinaisons qui produi- 
sent le résultat final est en général a", m étant le nombre des fadeurs 
premiers inégaux qui sont multiplicateurs ou diviseurs du nombre /;, on 
devra en conclure que le nombre des transformations dont une même 
fonction de première espèce est susceptible, s'agrandit sous tant de rap- 
ports , qu'il surpasse tout ce qu'on peut imaginer, et se place dans les 
infinis de l'ordre le plus élevé. C'est donc à juste titre que cette fouclion 
a été qualifiée de protée analytique ; l'analyse n'a jamais montré autant 
de fécondité que dans l'objet particulier qui concerne la multiplicité de 
toutes ces formes. 

Au reste, parmi les 2" combinaisons dont nous avons dit qu'est sus- 
ceptible l'équation des amplitudes, il n'y en a qu'une seule dans laquelle 
la formule finale de réduction F (A, <p) = \¥(c , <r) soit telle, qu'on puisse 
exprimer rationnellement sin <r par sin <p, ou tang c par tang <p. 

On peut toujours supposer />> 1 , car l'échelle x - revient à l'échelle p 
prise dans un ordre inverse. 

Cela posé, i°. si p est de la forme yr,p' el //étant impairs, ou pourra 

exprimer rationnellement, tang a par tang <p. 

2°. Si p est de la forme £p , on pourra exprimer rationnellement sin <r 
par sin <p. 

3\ Enfin , si 2 n'entre ni comme multiplicateur ni comme diviseur 
dans le nombre p entier ou fractionnaire, on pourra exprimer tout-à-la- 
fois sin <r par sin p , et tang <r par tang <p ; c'est ce qui résulte immédia- 
tement des n" 4 1 et 4 ; J>- 

71. Nous remarquerons encore que, quoique chaque échelle de mo- 
dules soit composée d'une infinité de termes, algébriquement déterminables 
entre les limites zéro et 1, cependant, si l'indice/?, entier ou fraction- 
naire, surpasse le nombre 3, il n'y aura jamais à considérer qu'un très 
petit nombre de termes de l'échelle, quatre ou cinq au plus, qui peuvent 
donner lien aux transformations de la fonction donnée, les autres termes 
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échappant en quelque sorte au domaine des calculs usuels par leur extrême 

petitesse ou leur extrême proximité de la limite i . En effet , il résulte de la 

K. H . » 

formule j£' == / > g7» ( \ ue lorsque le terme A: peut déjà être considéré comme 

très petit, auquel cas le terme suivant h est beaucoup plus petit, celui-ci 
se détermine par l'équation 

}' =P—P— (n° 48, tome 1") ; 

d'où l'on tire ^ = (^J ('"^"^ ^*)' Cette formule fait voir que, lorsque p 

surpasse 3, le décroissement des termes de l'échelle sera extrêmement ra- 
pide, puisqu'on a, par exemple, pour le cas de /> = 5 , 

<=$'('+!*•> 

Dans le sens contraire, les termes ne s'approchent pas moins rapidement 
de la limite i ; car si h est un terme déjà très peu différent de i , en sorte que 
son complément h' soit très petit, le terme suivant A, dans l'ordre crois- 
sant, aura un complément beaucoup plus petit A/, qu'on déterminera sem- 
blablement par la formule 

t=(îK'-^-> 

Les mêmes formules font voir qu'il n'en serait pas de même si l'indice p 
était peu différent de l'unité, si l'on avait, par exemple, ^=£ ou j» = f§ ; 
alors l'échelle des modules aurait une marche beaucoup plus lente, et l'on 
pourrait obtenir un grand nombre de transformations , sans trop s'approcher 
des limites de l'échelle. 

§ IX. De la transformation des fonctions elliptiques de la 

seconde espèce. 

72. Toute fonction donnée de seconde espèce E(Ar, ^) peut être trans- 
formée dans les mêmes cas, et d'une manière aussi générale, que la fonc- 
tion de première espèce F (k , <p) , et la formule de transformation pour 
passer du module k au module plus petit h sera , en général , comme dans 
les deux premières échelles, de la forme 

E(A, <p) = «E(À, 4)+G?(A> 4)-hV, 

8. . 
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a. et € étant des coefliciens constans, et V une quantité purement algé- 
brique. On doit prévoir que le calcul de la quantité Y deviendra de plus en 
plus compliqué, à mesure que le nombre p sera plus grand; mais cette 
quantité disparait lorsqu'il s'agit de la fonction complète, et alors la trans- 
formation de la fonction E'k peut être faite généralement par une formule 
très simple. 

Pour parvenir à ce résultat, il serait naturel de chercher directement la 
valeur de l'intégrale fd^\/(i — A* sur* 4), en y substituant la valeur de 
sin 4> en fonction de sin donnée par la formule du théorème 1" ; alors 
on aurait à intégrer la diftf rentiellc 

dp. „ . .5 / i— Pain* » sin» «A * / i— Pain* p ain'^ V / i — Pain'f ain'a^ y 

Mais cette intégration peut présenter des difficultés , au moins par la 
prolixité des calculs , et il y a un moyen beaucoup plus simple de 

parvenir au résultat ; ce moyeu consiste à différencier l'équation 

F (A, = fiF(A, 4)» P ar rapport à A:, en regardant p comme cons- 
tante. 

y3. 11 faut d'abord , pour cet objet , trouver le rapport ^ , en diftéren- 

K H 

ciant l'équation des modules ^, = /?gv- 

Parla formule du n° 46, tome I", appliquée aux quantités K = F'A: et 

kdk 

K' = FW, on a , en observant que dk'= ^- » 

dK = ^.(E'A — A*F'A), 
JK'=-^(E'*'_A»F'A') ; 

donc 

K'dK — KdK'= ^(VkM + E'k'F'k — F'kF'k') = 
Par la même raison , 



H'rfH — Ht/H'= 



K H 

donc l'équation p^, , étant différenciée, donnera 

\*dk jwdh 

et par conséquent, 

dh _ 1 AA"H" _ M'*H' _ 1 M'* 
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74. Maintenant, il faut différencier l'équation F (A:, ^)=/t*F(A, 4)> en 
faisant varier k et A, et regardant <p comme constante, niais non pas 4, 
parce que l'expression de sin 4 par sin <p contient les quantités et qui dé- 
pendent de k , en vertu de l'équation F (A, a„) = - K. Quant au coeffi- 

P K 

cient fi , on peut le mettre sous la forme ; mais nous le laisserons tel 

qu'il est, parce que, dans les applications, il est lié aux modules k et 

k par des équations algébriques qui donnent aisément la valeur de 

On appliquera d'ailleurs aux fonctions F (A-, <p), F (k, 4) la formule gé- 
nérale de l'article cité , où l'on fait varier seulement le module 

dF(c, g) _ J_ /p », F \ ç_ sjn£co«? 

de ~ b'c^ ° S) b*' A(c, *) ' 

on aura ainsi l'équation différentielle 

rfir 1 n , x 1 r ,, 1 v A sin ^ cos 4 ~1 

= * • Th br- E C A » 4 ) - â F ( A » 4 ) - f« • |/(._a-s,v*)J 

+ S F ^' 4)+ ^-A^sin»^) * dlî 

Substituant la valeur de ^ , et tirant de cette équation la valeur de 
E(A, 0), exprimée par le moyen de E(A, 4) et F(A, 4), on aura 

(54) E(A,<p)=i ; E(A,4)4-(^-- j i ; A"-f-AA'-|)F(A, 4)+V, 

V étant une quantité algébrique ainsi composée 

y k* sin » co» ? j_ A'sin-j, 00 *^ ■ ^ 

V ~~ ^0 — * l sin» "~ pp ' — A* sin'*) — A'sinH) ' ^A' 

75. Si l'on eût soumis à de semblables opérations la formule du théo- 
rème II, F (A, 4) = f*'F(*> *0> on en aurait tiré le résultat 

(E(A,.)=lE(A,4)+(^-^)F(A,4) + n 

^ ) v , /t'«in»coa* A* «in 4™»* ^ ^ 

C V — i/(i--À-sin^~* A'»in*4) V / ('-* , « i »"-) ' ««' 

Il suit de ces deux formules, que pE(k, f) — E(A, û») est égale à la 
quantité algébrique p\ — "V"; ce qui est conforme à la nature des fonc- 
tions E (n* 35, tome 1"), puisqu'on a, dans le cas présent, 
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p¥(ky <p) — F (A, a») = o. 

On obtient ainsi une nouvelle vérification assez remarquable des formules 
de nos deux théorèmes, et l'on voit en même temps que ces deux théo- 
rèmes conduisent au même résultat dans le problème de la transformation 
des fonctions de seconde espèce. 

76. Si l'on fait dans la première formule <p = ±7r et -^=p.\K t ou 
dans la seconde, « = ±W et -4/ = ;T, les quantités algéhriques dispa- 
raissant , on aura la valeur de la fonction complète , comme il suit : 

(56) E'(*)=iE'*+ (p^-Ç+^'S) F*. 

Dans cette formule , la fonction E*k est transformée en une autre E'h 
d'un module plus petit. On peut tirer de la même formule la valeur de 
E'hj exprimée par E'A: et ¥'k ; mais cet objet sera mieux rempli par 
l'autre formule, où les quantités , k se déterminent directement en 
fonctions de h' ou de k, au moyen des auxiliaires C. On aura donc, pour 
passer du module h au module plus grand k pris dans l'échelle construite 
pour l'indice p f cette formule 

(5 7 ) E*A = ftE'À* + (fi'h" — /uA" + M" ^) ¥'k. 

77. Il résulte de ces formules que les fonctions elliptiques de seconde es- 
pèce sont susceptibles d'être transformées d'autant de manières et dans les 
mêmes cas que les fonctions de première espèce ; mais les formules de trans- 
formation sont compliquées d'une quantité algébrique, qui est en général 
dlflicile ù déterminer : cette quantité disparait lorsqu'il s'agit des fonctions 
complètes, et alors les résultats sont exprimés, comme on l'a vu, par des 
formules très simples. 

Toute échelle de modules dont l'indice p est entier ou fractionnaire offre 
le moyen de transformer la fonction donnée E(k y ^), de manière que son 
module k soit remplacé successivement par tous les termes de l'échelle qui 
s'étend à l'infini , tant pour parvenir à la limite zéro que pour parvenir à la 
limite 1 ; mais on doit distinguer particulièrement l'échelle unique \/p , 
formée de la réunion de deux échelles qui ont pour indice p, et dont nous 
avons donné la construction. La propriété principale de celte échelle étant 
que les termes également éloignés du terme moyen sin {5' sont complé- 
mens l'un de l'autre, si deux. termes de cette sorte sont désignés par m et 
m', on pourra transformer tout-à-la-fois la fonction F(m, 0) en F (m', 4) > 
et la fonction E(m, en E(m', 4) et F( m 'j 4)> P ar ues équations de 
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la forme 

F(m, <p) = aV(m\ 4), 

E(«, <p) = *E(/»', 4) + +) + V, 

où a, b y c sont des constantes, et V une quantité algébrique qui dépend 
des amplitudes <p et 4- 

Dans le cas des fonctions complètes, on aura simplement F'to = cF'm' 
et E'm=/E'm gT'm'y e,f,g étant des constantes multiples ou sous- 
mulliples de a, b y c; d'un autre coté, on a l'équation des fonctions com- 
plémentaires VJmV'm' -f- EWF'w — F'mF*/»' = j rt. On pourra donc 
exprimer les fonctions complètes de seconde espèce E'/n , E'»i', par les 
fonctions complètes de première espèce F'w, F*m', ou seulement par 
l'une d'elles. 

Nous avons donné plusieurs exemples de ces réductions dans notre Traite 
des Fonctions elliptiques; mais ce n'est qu'après avoir découvert l'échelle 
unique y/p, où p désigne un nombre quelconque entier ou seulement ra- 
tionnel, que la proposition générale qui renferme tons les cas particuliers 
pouvait être établie, comme nous venons de le faire. 

78. Les transformations dont les fonctions de première et de seconde 
espèce sont susceptibles ne s'étendent point aux fonctions de troisième 
espèce; car on a déjà vu, dans le cliap. XXXI, tome 1 er , que pour l'é- 
chelle n° 3, qui est la plus simple après l'ancienne échelle, l'application 
des formules de transformation à uue fonction de troisième espèce, don- 
nerait des résultats successifs, dont la complication augmenterait conti- 
nuellement, et qui ne pourraient être d'aueune utilité. Il n'y a donc que 
les formules de l'ancienne échelle qui s'appliquent avec succès aux fonc- 
tions de troisième espèce, et qui peuvent produire des résultats utiles , 
surtout pour obtenir des valeurs approchées de ces fonctions. 

g X. De L'équation différentielle qui a lieu entre deux termes 
consécutifs d'une même (tc/telle de modules. 

79. Nous avons vu que l'équation transcendante ^? = p supplée , dans 

beaucoup de cas, à l'équation algébrique qui existe toujours entre deux 
termes consécutifs k et h d'une même échelle dont l'indice est p, équa- 
tion dont la recherche est diOicile, même pour d'assez petites valeurs du 
nombre p entier ou fractionnaire. Nous allons voir qu'en faisant dispa- 
raître les transcendantes de cette équation, ou parvient à une équation 
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différentielle du troisième ordre , à laquelle devront satisfaire toutes les 
équations algébriques dont il est question. 

On a déjà trouvé , dans le paragraphe précédent , qu'en fàisaut .... 

H dh t kk'* ,,. t , . 

^7 = c, jfr = 9 et ÂF» :==r » on a 'eqoatïon po* — qr. Il s a»it mainte- 
nant de faire disparaître ff de cette équation. Pour cela , nous rappellerons 
que, suivant le n° 46, tome 1", les quantités H et K satisfont aux équa- 
tions différentielles du second ordre, 

d f<m\ , i— 3A' dH H_ 

La première suppose dk constant ; la seconde devra être adaptée à la 

même condition , en considérant h comme fonction de k ; ce qui se 

fera au moyen des coefficiens suivans, tirés des équations H = Kff" et 
dh 

? = dk> 



dH i / dK , dr v \ 
dh ^qV-dï + dkV' 



/ ddK dr dK , ddr v \ 

■*K°^ + *rk'dk+dF K ) 

Substituant ces valeurs dans la seconde équation, et mettant, au lieu de 
^5 } S a valeur tirée de la première équation, on aura 

, v fdd* dq dr i — 3A' qd<r . i q*\ 

+ K \rd7- — d-t'7dl + -hh*- -;s + F'~ÀV 

Dans cette équation, le multiplicateur de ^ se réduit à téro, en vertu de 
l'équation p9*^qr y qui donne 

id<r dtj dr 

7dt — qdk^rTf 

*d'_ dq 1- 3*» , _ 3A»-l 

celle-ci étant différenciée de nouveau, on trouve 
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ddq dq* 3A' — I dq 

qdk* 9 t d t t ~* AA' m * dt 



Substituant enfin les valeurs de ^ et ~ dans le coefficient de K, qui 
doit se réduire à zéro, on aura 

° <W M* + AVi'« ^ ppr- ? » 

ou, en remettant la valeur y=s ^ (*), 

(5 8 ) *=&%-*(ffi+(ëïï<$f-(s£ff($f. 

8o. Cette équation différentielle du 3 e ordre, entre les deux modules /t 
et A, a lieu pour toute valeur de p, non-seulement entière ou rationnelle , 
comme l'exigent les échelles qu'on peut construire algébriquement, mais 
même irrationnelle ; elle doit donc être satisfaite par toutes les équations 
algébriques qui ont lieu pour une valeur déterminée de p, entière ou ra- 
tionnelle, entre deux modules consécutifs, qui se substituent l'un à l'autre 
dans la transformation de toute fonction elliptique de première espèce. 

Ainsi, elle sera satisfaite, dans le cas de p=2, par l'équation Jt = ^; 

I t 

dans le cas de />=3, par l'équation (kh)* + (ÀW)'=i ; dans le cas de p=*5, 
par l'équation ( J^j) = 7=1 ' TT^ > elC ' 

Et, parce que ces équations deviennent de plus en plus compliquées , à 
mesure que p augmente, et qu'il paraît comme impossible d'en trouver l'ex- 
pression générale pour toute valeur de on conçoit qu'il n'est guère pro- 
bable qu'on puisse intégrer complètement l'équation différentielle à la- 
quelle nous sommes parvenus. Dès lors , on doit regarder comme un ré- 
sultat digne de remarque que nous connaissions au moins une intégrale 

IL H 

particulière de cette équation sous la forme transcendante ^,s: ^gi ; 



(*) Celte équation différentielle et son intégrale complète, qu'on Terra ci- après, 
ont été données sans démonstration par M. Jaoobi , dam le tome 111 du Journal de 
M. Crelle, page 194. 

9 
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mais on peut parvenir à un résultat beaucoup plus général en observant 
que le calcul qui a été fait pour éliminer K et H de l'équation 

H 1 dh r .„,,. . , , „, 

p = qr s= ^r, . ^ , suppose K et H détermines chacun par l equation 

différentielle qui lui est propre. Or, d'après ce que nous avons démon- 
tré (n° 47 > tome I* r ), on peut mettre «K -|- a'YJ à la place de K, et 
CH -f- 6'H' à la place de H , sans que les équations différentielles dont 
il s'agit cessent d'avoir lieu j donc notre équation différentielle du troi- 
sième ordre est satisfaite par l'équation transcendante beaucoup plus 
générale 

. K mH -f- otTT 

F nU + n'H" 

En effet, par cette équation, on aurait d'abord 

H't/II — H</H' dh kk'' (mll + m'H')* 
K'c/K - Kc/K' = dk'W*= = {mn'-m'n)K* ' 

et en comparant ce résultat à celui que nous avons trouvé par la simple sup- 

K H 

position j^, = J> g-, , savoir , 

dh kl^__ II' 
rfï " Zi/i'* ^K» ' 

nous voyons que , comme on peut faire abstraction des facteurs coustans cjui 
disparaissent dans le résultat, la seule différence que peut présenter l'élimi- 
nation de II, K, H', K', daus les deux hypothèses, consiste à substituer 
dans le calcul que nous avons fait mH -f- m'H' à H. Or, l'équation diffé- 
rentielle du second ordre qui détermine H étant telle qu'elle reste la même 
eu substituant wH-f-w'H' à H, il est évident qu'on aura pour résultat la 
même équation différentielle du troisième ordre que nous avons trouvée 
entre k et h ; donc cette équation a généralement pour intégrale l'équa- 
tion transcendante 

K _ mH 4- m'H' 
K" - «H + «'H' ' 

où il y a trois constantes arbitraires ^- , ^ , ^ , et qui en est par consé- 
quent l'intégrale complète. 

En cela nous trouvons un nouvel exemple de l'utilité des fonctions el- 
liptiques pour faire découvrir, en certains cas, des intégrales qui seraient 
tout-à-fait inaccessibles aux méthodes vulgaires. 

8i. Nous remarquerons, en finissant, que les termes k et h y que nous 
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avous supposés se suivre immédiatement dans l'échelle dont l'indice est p , 

pourraient représenter deux termes quelconques de cette échelle , pourvu 

que p fût remplacé par p", m positif exprimant le rang de A, après A, dans 

l'échelle p, suivant l'ordre décroissant, et m négatif désignant de même le 

rang de A, avant A, dans l'ordre croissant; car, dans le premier cas , on a 

R 11 K H 

== ^"g; , et dans le second, ^ = p~ m ^ : et si l'on considère les choses 

d'une autre manière, le terme A, qui est placé à m termes de distance du 
terme A dans l'échelle p, suivrait immédiatement k dans l'échelle dont l'in- 
dice est p*. C'est ainsi que l'échelle dont l'indice est p peut être censée 
composée de deux échelles dont l'indice est p*, de trois dont l'indice 
est p 3 , etc. ; et c'est aussi par cette raison qu'on a vu que l'échelle unique, 
dont l'indice est \/p, se compose de deux échelles dont l'indice est p. 

§ XI. Application des deux théorèmes généraux au cas 

de p = 3. 

83. Soient et, et et, les amplitudes qui, pour le module donné k, satis- 
font aux équations F (A, a,) = 3 F'A, F (k , a.) = f F'A, amplitudes qui se 
trouvent assez facilement par les formules du n° 24 > tome 1". Soient sinÇ=x 
et sin 4» = 7", les formules du théorème 1 M , pour le cas de p = 3, seront 

F(A, <p) = f*(k, 4), 



(60) 



in' 



1— - 

* S1I1* «4 



Sin' 



On aura ensuite, entre les constantes A , A, f< , diverses équa- 

tions , dont les principales sont : 

its-r-r-i,. - = - 1, h==.k* sin* a, , 

A . A' co,*-,, 

î - = 2 «n<t 1 -,, jr; = ^, 

Celles-ci suffisent pour faire connaître les valeurs de A', A'% A*, A", etc., ex- 
primées en fonctions de ft, comme il suit : 

9- 
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(6*1 ) ^ ' ^ ' S,n *'-«^ 

De ces équations on déduit encore 3fi = i -f- 1 et ~ = a »^ — i ; 

d'où il suit que l'équation entre les modules k et h peut se mettre sous 
la fornip 

*=(■ + . Vf) (VS-O; 

et si Ton fait * = A= , elle deviendra 
(63) 2UV (i — iiV) = u* — v*. 

83. Au moyen des valeurs précédentes de A, since, et cos a,, les équa- 
tions des amplitudes pourront être exprimées par la seule donnée (A , 
comme il suit : 

11 faut se rappeler d'ailleurs que le coefficient ft est toujours compris entre 
i et j, comme on le voit par les équations (6a). 

84, Par la 3* des équations (64) » on peut mettre l'équation différentielle 
??tk. — — sous cette forme 

â 1 £ " n * 

ou 

'— e d 

et l'on aura, par l'intégration , la formule trigonométrique 
(65) tangi(4 — <P )=^tang<p } 
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qui s'accorde avec l'équation (37); elle servira à déterminer facilement 
l'amplitude 4 P ar I e moyen de l'amplitude donnée <p , et n'exigera que 
quelques essais pour faire l'opération inverse. 

11 résulte, au reste, de cette équation que la loi d'accroissement des va- 
riables ? et 4 est telle qu'on a les valeurs correspondantes 

<P = o, 7*, 7r — 7T — 

4=0, \7T, 7T , \7T , 27T, \tT, 3tT. 

Et si, dans l'équation F(*, <p) = fiF[h, 4), on fait à la fois flsssi-jr et 
4 = | -7T, on aura f*=|^« 

85. Si l'on veut maintenant appliquer les formules du théorème II au 
même cas de p es 3 , il faudra supposer que les quantité* € a , 6, sont déter- 
minées de manière qu'on ait 

F (A', €,) = ?F'A' = 3H' et F(V, €.)-|H' ; 

alors, en faisant sin 4' =/ et sin » = z , on aura les équations 

F (A, 4) = A*'F(*. 

> 1 -t-y* cot* C« 

(■-«•^ = (.-^•7^^.. 

Ces équations font voir que les amplitudes 4 et « croissent inégalement , 
mais de manière qu'elles parviennent simultanément à une même va- 
leur égale à ;7r ou multiple de \ ir. Donc, si l'on fait à la fois 4=t'»" et 

* = on aura /*'=^j d'ailleurs on a trouvé, par le théorème I ,r , 

3fi = g : donc on a, entre les régulateurs p et p% l'équation 3/tfi' = 1 , 

conformément à la loi générale. 

On aura de plus, entre les modules k et h et le régulateur ft', les 
équations 

, sin* C t 1 2 u . . ^ 

ft= , -, = -r-^- — 1 , A / = A' Sin 4 b, , 

^ sin* •» m sin C, ' ' 



(66) 



(67) 



. ^ À cos* C, 

^-j = a sin b, 1 , ^ = ^y i i 
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d'où I'od déduit les valeurs suivantes , exprimées en fonctions de ft' , 

(68) { t> = <l±4g=£, V=^;^i',cosf.= .L;4, 

{ cot 6 . = ^ » co1 b . — ^> ■ 

De ces équations, comme des équatioDs (62), on déduit, entre les modules 
k et h , l'équation 

(69) ✓(**) + ✓(*'*')=!. 

C'est celle que nous avons donnée dans le n° i85, tome 1"; elle s'accorde 
avec la formule (63), et l'on pourrait aussi lui donner les deux formes 

ff + h* V_ 1 -4- k i + A f P + h * V i -M ' 1 — A* 

où l'on peut remarquer que la seconde se déduit plus immédiatement de la 
formule (63). 

86. Si dans les valeurs précédentes de k*, h'*, h*, h'* on substitue, au 
lieu de /t', sa valeur j- , on retrouvera l'expression de ces mômes quantités, 

déduites du théorème I er , comme cela doit être, puisque la même échelle de 
modules s'applique aux deux théorèmes. 

Au moyen de l'équation 3/k/k'= i , entre les deux régulateurs (a et \t! , 
il est facile de comparer les quantités 6, et b\ , données par les équations 

% M 1 — 9 

sin 6, = cos£,= t avec les quantités analogues a.,, a,, don- 

nées par les équations sin a, = » cos *, = | On voit que 

celles-ci sont exprimées en ja, comme les autres en ft' ; d'un côté, on a 

* = a-Vn*. » de raulre ' P — r^stï : donc » P ui *ï ue 3 W — 1 , on a 
(i-f-sina.) (iH-sinÉ,)=s3, ou cos(45° — ï«t,)cos(45' — ï^,) = cos3o'. 

On a pareillement /* = tangua,, yt*'= tang»££.; donc tang \ a % tang £ 6, 
=l/î = tang 3o'. De là, on voit que la trisection de la fonction complète 
F** est liée avec celle de la fonction complète F'A', de manière que l'une se 
déduit immédiatement de l'autre. 

87. Si l'on substitue les valeurs de sin 6, et sin £ t , en fonctions de fi', 1 
les équations entre zelj, ces équations deviendront 
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( 7 0) ^ „(, - _ 

Elles ont, comme on voit, une telle analogie avec les équations entre y 
et x données par le théorème 1", qu'elles se déduisent de celles-ci par le 
simple changement des quantités^, x, jx, À', /*, en — s, y, —/te', h } k , 
respectivement. En même temps, l'équation trigonomélrique (65) devient, 
pour le théorème H , 

(71) tangi + !±£ tang4; 



ce qu'il est facile de vérifier par l'équation (32). 

88. Si l'on rapproche maintenant les résultats des deux théorèmes , ou 
aura les formules suivantes : 

par le théorème- 1" , 

F(*, <p) = ,tF(A, 4), tang *(4 - <p) = tan g <p ■ 

par le théorème II , 

F(A, 4) = ^'F (A, •) , tang i (• + 4) = i±£ tang 4 : 

on en déduit F (A, <p) = /t^'F (A , «), ou F (A, a») = 3F (A:, p). 

C'est l'équation qui sert à la Implication des fonctions , ou à leur division 
par 3. 

On voit que l'amplitude et de la fonction triple se déduit de l'amplitude 
<p de la fonction simple par deux opérations, qui consistent à calculer 

l'auxiliaire 4 par l'équation tang î (4 — <P)= t -^r ^"S * > ensuite a> 

par l'équation tang 7 (û> -f- 4) = , lail g Y- ^ our réduire le calcul aux 

termes les plus simples, soit tang ±<p = x, tang £ 4 el lan S » v = 2 5 
on aura les deux équations 

d'où résulte, pour la triplicalion, celle formule 

, . 1(1— t**) ^ + (,*'— + — j^V + .nVV 
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89. L'opération iuverse, qui consiste à trouver <p par le moyen de û>, ou 
x par le moyen de z, s'exécutera, soit par la résolution des deux équations 
trigonomé triques 

tangi(a-f-4)= i jAt«ng4» t*°S ï (4 — <P) = ^ tang <J> , 
soit par la résolution des deux équations du 3' degré , 

t*y — Z J* +JT — p'* «a o, 
j*x* — yx* — x -f- ftjr = o. 

Ainsi l'équation (7a), qui est du 9' degré lorsqu'il s'agit de déterminer x 
par z f peut se résoudre par le moyen de deux équations du 3*. 

90. Occupons-nous maintenant de la formule qui sert à la tranforma- 
tion de la fonction de seconde espèce E(k, <p); il suffira d'appliquer la 
formule générale du n° 74 , dans laquelle nous substituerons les valeurs de 
*, h et 4 > données en fonctions de n° 82 : et d'abord , comme on a 

_ fr + iyo-p _ , 3^ 4- <y - ■ 

Mh 3{t—(*>y kdp, 3i*>« . kk' % dft 3W ,.,„ 
De la résulle la f ormuIe 

( 7 3) E(A, tfs^Efl, 4) - (, ~^ +,) F(ft, 40+V. 
Pour avoir la quantité algébrique V, il faut commencer par calculer 

au moyen de l'équation tang£(4 — tang <p , qui donne immédia- 
tement 

dAr » ta ng y 4 s ' n y co> y 

^ 1 -f ('"*)' tang- ç ~ <' + rt IV - 0 

On trouvera ensuite , après quelques rédactions , 

"5 •,_C-+rt(V-), i „, f 
Si l'on fait ^ = 7 W , ce qui donne 4=^ï? r > 011 aUTa ^ fonction complète 

(74) E'k s=-JL'h — 0-ri(** ±l> F'A. 

91. En opérant par les formules du second théorème, on trouverait 
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semblablement 

E(A , «) = 3«'E(A , 4) - f (A ? 4) + y , 

et dans le cas des fonctions complètes , 

(76) E'k = 3^'E'A - 0+*')(V-'> K , A . 

ce qui s'accorde avec les formules du n° 180, tome P\ 

Dans le dernier cas, on aurait pour la transformation inverse, 

(; 7 ) E'A=£E* + <i±4^>F*. 

Les résultats généraux que nous venons de trouver s'accordent avec ceux 
que nous avons donnés dans le chap. XXXI de notre Traité , d'après une 
formule générale qui est la même que celle du théorème II. Nous y 
sommes parvenu plus facilement par la nouvelle méthode, parce qu'elle 
est l'application d'une théorie plus générale. Au reste, nous renvoyons à 
ce chapitre pour les autres développemens relatifs au calcul des différens 
termes de l'échelle et des régulateurs correspondans. 

§ XII. Application des mêmes tJiéorèmes au cas de p ^ 5. 

93. Soit a m l'amplitude qui satisfait à l'équation F (A:, a m ) = T'k , 

pour toutes les valeurs m = 1 , 2 , 3 , 4 ; soient sin <p r= a: et sin 4 =jr : les 
formules du théorème I" seront, pour le cas de p = 5 , 

F (A-, <p) = M F(A, 4), 



(78) 



1 — 



* MD " «» sin* «4, 

ft ' 1 — **x'sin*«» ' 1 — sin' « 4 ' 



, r*-.— 1 — 



t» .7 ; — l' — -i — *-*-«in»- 4 * i — ±•A:•sin î V 
On a de plus, entre les constantes du problème, diverses équations , dont il 
suffira de rapporter les six qui suivent : 

10 
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i a a _ sin*«, un'« ? 

p »in «, sin «3 sin*« + sin l «. 



(79) 



^- = a sin et, — asina r +-i, h= A s sin 4 a, sin 4 «t, , 
j^; = i 4- 2 sin' et, -f- a »in* et, — a sin* a, — asin'a 4 , 
^j = i+ -r^ h 4 a Ar* Ain* a, -f- sin» a 4 ). 



Voici l'analyse par laquelle toutes les quantités nécessaires pour la solution 
du problème peuvent être déterminées en fonctions de l'une d'entre elles. 

9,3. Soit t~~ r-ï— = a et - — —. — = b; on aura d'abord les trois 

* un i, tin «j *in«, tm«3 

équations 

- = 1 -f" 2fl , OU «.= : , 

j (i -f- aa) = i — T , ou 2< i= ^ bm / , en Faisant j = m\ 

£ =3 m* = p , ou mA' = A*. 

Ces trois équations entre les cinq quantités k, h, ft, a, b, dont une seule k 
est connue, ne suffisent pas; mais on en aura uue quatrième en élimi- 
nant sin' a, et sin' a 4 de deux des équations (79). Cette quatrième équa- 
tion est 

1 — A' ». asin'«, -i~ asin' a. »./■ . 1 • • \ 

— — = 1 — A' H . ' ~ ? — 2A•(sll^• at, -f- sm» a,) 

^' sin' », un' «3 v ' 

Sub.Uta.nt I» i^, +MA i:^,_Ç)\^i£W+ 2 *, 

A» ai— sa — a' 
on aura y = a6+2aA _ -. = m , et par conséquent , 

(a6 — 2<i — a'\ * â 6 — ?.« 

Cette dernière équation entre a et & se réduit finalement à la forme 

(80) a 1 === ai (A — 1 — a) ; 
d'où résulte 

(81) 2*= 1 + «•+• A, A=t/[(i4-2<i; (1 +«•)]• 

Aiusi l'on voit que dans la quintisection de la fonction complète V'k il y a 
une équation entre sin «, et sin a,, qui est indépendante du module k, 
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comme dans la trisection il y en a une entre sin et, et sin a,, savoir, l'équn» 
tion cos et, = i — sin et,, qui est également indépendante de k. 

En effet, parmi les formules de la quintisection (art. a3, tome 1") , on 
trouve les deux suivantes : 

tant; + l -a 3 ) = *(.,), 

tangQa.+ I*,) = tang = 2*«J à («,) ; 

d'où résulte, entre et, et «j, l'équation 

tang *, tang (45° -f i <t,) = tang ce, tang (i a, -f- ± *,) , 

ou 

asiu et, sin <x,(i — sin a, sin et,) = (sin et, — sin et,) (sin* *, -|- sin* «,) ; 
ce qui s'accorde avec l'équation (8o). 

94. Maintenant, il est facile de voir qu'on aura l'équation entre le* 
modules A et A si l'on en trouve une entre les quantités b et m. Pour 

cela , il suffit d'éliminer a des deus équations déjà trouvées , 

26 — 20 — a* b(i — m') • „ ... t ,, , 

m = *b+*ab-a ' > 3fl = -T+W • Cl 1 ° n ° bt,0nt 1 e< * Uall0n 

| — 4m J £=(i— ro)(H-lv»-f-m*). 

H restera à substituer, dans cette dernière, les valeurs wi= y/^, 
Mais, pour que le résultat prenne une forme rationnelle, nous ferons 

V* I*' 

À:=a* et h = v i ; ce qui donnera et ^ = — : nous aurons ainsi 

l'équation cherchée 

(u* — v % ) {a* -f- 6uV* -f- v*) = 4<tt* ( 1 — tàv*) , 

ou 

(82) u s — + 5t*V (a 1 — = 4«p(i — t*M). 

C'est sous celle forme que M. Jacobi a donné l'équation des modules dans 
le Journal de Crelle , tome III, page 192. 

On peut lui donner une autre forme, qui semble plus commode, en 
l'écrivant ainsi: 

4«»'(« > + *»*) »»—*>♦ ' 
puis, déduisant de cette dernière , 

(u + i>\* /«+«'\ 

10.. 
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ou, en remettant les valeurs de u et de v , 

(ta.) ^ fi±*î V = i±* 1=* 

1 ; y»-*) ■+* 

Cette formule, pour le cas de /> = 5, a une analogie assez remarquable avec 
celles qui ont été trouvées n° 85, pour le cas de p — 3. 

g5. L'équation (8a) étant du sixième degré , par rapport aux deux 
quantités u et on voit qu'il faudra résoudre une équation de ce degré 
pour déduire immédiatement le module h du module donné A, ou, ré- 
ciproquement , k de h ; mais j'observe qu'en continuant le calcul pour 
avoir les autres termes de l'échelle, soit dans l'ordre croissant, soit dans 
l'ordre décroissant, on n'aura jamais qu'une équation du cinquième degré 
à résoudre pour passer d'un terme au terme suivant. En effet , si de la va- 
leur u= y" A = f on a déduit la valeur cs=j/A = ^, et qu'ensuite, 
de la valeur u = y h = g on veuille déduire la valeur suivante. ... 

v =yh, = g, , l'équation en v sera satisfaite en posant v= — /; de sorte 
qu'en la divisant par f-f-/, elle sera réduite au cinquième degré. 
Cette propriété résulte de ce que, dans l'équation générale 

u* — v 9 -f- 5tfv ' (a' — v •) — 4 uv ( i — aM) = o , 

on peut changer à la fois u en u et v en — u, 

La même réduction aura lieu lorsqu'on voudra prolonger l'échelle dans le 
sens des modules croissans etc. 

96. Les formules précédentes donnent le moyen d'exprimer en fonctions 
de a toutes les quantités constantes qui eulrent dans les équations (78). 

Nous avons déjà trouvé {*= t _^ ao i 1» valeur de h se déduira de l'é- 
quation hz=zmb^y qui donne 

(83) =(,+,-*.) 

de sorte que si l'on fait sin^, on aura 

cos xy = («' - a - 1 ) yj Q±£) , 
ou plus simplement encore 

(84) s ; n . 3> = ^ZfL. 

Soit a' une seconde auxiliaire tellement liée avec a, qu'on ait 



< 
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a — a 



(i-t-aa)(i-f-a^) = 5, ou a'= — — , on aura siu» 2> = aV. 

Supposant A connu par le moyen de a, on aurait le module suivant h par la 
formule A= kp^x— et parce que ^ = -~"^ t "~ a , on aura 

, t /a t +2a + 2 — 2A\ it r //i + a'\-|* 

A = ? I — r+s — ; = L l "~VArrwJ • 

De là résulte 

de sorte que si l'on fait h=cos<P, on aura COS2 ^ ,== ~j^r^^'\/(}^r^) > 
et enfin 

(86) sin- aï T=a(i^)=^. 

Telles sont les formules très simples par lesquelles les deux modules k et 
h peuvent se déduire de la seule donnée a, 

97. Pour former semblablement l'équation des amplitudes , il faudra dé- 
duire des formules précédentes les valeurs des coefliciens, exprimées en 
fonctions de a et de b; ces valeurs sont : 



î — u b" 

sin*«,siD** 4 r ' 

h (sin s a, -f- sin' «4) = 2b — 2a — a» , 

k* sin» a, sin« <t 4 = A (b — ia). 

Ainsi l'équation des amplitudes sera 

, A v 1 + aa + (g* — aa6 — tb) x* -f- 6'»» 

J — (a«+aa -»/,),»+ (>»-a«4)*>- 

C'est sous cette forme que M. Jacobi a présenté l'équation des amplitude» 
dans le n° ia3 du Journal de M. Schumacher, d'Alton a ; sur quoi il faut 
observer que les lettres a et £ de M. Jacobi désignent la même chose 
que les lettres a et — b de la formule précédente. Il est probable que 
M. Jacobi , dans le commencement de ses recherches , était parvenu à 
celte formule par la méthode des coefliciens indéterminés, en faisant... 

y = *\ + ^* + lïx\ ^ > et déterminant les coefliciens de manière que celle 
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valeur satisfît à l'équation différentielle -— =a 

Mais l'expression que donne la formule générale du même auteur, où il 
n'entre que les données k et a*, est beaucoup plus élégante, et nous 
n'avons cité l'équation (87) que parce qu'elle a une analogie très remar- 
quable avec celle que nous déduirons ci-après du théorème II. 

98. Revenons aux équations sin' ry = a s a\ sin* 3 £ = «a' 5 , qui suppo- 
sent k s: sin y , h = sin <T et (1 -f- aà) (1 + aa*) = 5 ; elles offrent un 
moyen très simple de suppléer à l'équation des modules, ou même de la 
reproduire sous une autre forme: car, si l'on fait sin vy = aAÀf =: x, 
sin i£ = 2hh' = y , les équations jc* = <rV, y* — aa' s donneront 

/i"= —, a?'*z= — y et l'équation des modules sera 

(88) [. + ^*][. + »(Ô A ] = *. 

équation d'une forme très différente de celles que nous avons trouvées 
n* 95 , et dont la solution ne devient plus facile qu'au moyen de l'auxi- 
liaire a. 

Il est essentiel de remarquer qu'aussitôt que a est déterminé par la ré- 
solution de l'équation du sixième degré, que nous avons rapportée, toutes 
les quantités ft, h, sin a, , sin a,, etc., deviennent connues, de sorte qu'il 
ne reste rien à désirer pour l'application des formules du théorème l* r , 
par lesquelles la fonction donnée F (k , ^) est transformée en une autre 
d'un module plus petit h. 

La méthode générale conduit aux mêmes résultats par le calcul préa- 
lable des quantités et, , a t , a, , a^, qui servent à déterminer tous les coeflî- 
ciens ; mais le degré de l'équation à résoudre pour déterminer a, , qui est 

fixé à — - — ou 1 2 dans le cas de p = 5 , parait susceptible de réduc- 
tion : il faut, en effet, qu'on puisse éviter la résolution de celle équation 
du douzième degré, puisque toute la difficulté est réduite à l'équation en 
a f qui n'est que du sixième degré. 

99. Il reste maintenant à taire voir comment l'opération doit être conti- 
nuée, par ces nouvelles formules, pour prolonger à volonté l'échelle dé- 
croissante ky hy h, y h, y etc., et obtenir les transformations correspondante! 
de la fonction F (A, <p). 

Pour cela, appelons x et x' les quantités qui, pour le module h, 
sont analogues aux quantités a et a' pour le module Ar, puisque 



Digitized by Google 



PREMIER SUPPLÉMENT 79 

h = sin «T , si nous faisons sin* 3tT = (aîihy = C , nous aurons à ré- 
soudre l'équation 

Or, si l'on observe que dans la solution précédente on avait 0 = ^= 

a' s ( ^^7 a °> ) ? on ei) conclura que cette équation serait satisfaite en faisant 

x = a'- y de sorte qu'en la dégageant du facteur x — a\ elle se réduira à 
l'équation du cinquième degré 

(89) x* = (a — a!) (x* + a'x>+ fl'**N- a' s x -f- J^s)- 

Cette équation n'a qu'une racine positive entre 3 et a— a' • ainsi, il ne fau- 
dra que quelques essais pour trouver Ja valeur de x r au moyen de laquelle 
on aura sin 1 3cT, = xx 1 * et h, = sincT,. Les mêmes opérations devront 
être répétées pour trouver les autres termes de l'échelle, et chacuue d'elles 
n'exigera que la résolution d'une équation du cinquième degré , semblable 
à l'équation (89). On est ainsi dispensé de calculer, pour les modules suc- 
cessifs h , h t , A,, etc. , les quantités analogues ù a, , a % , etc., lesquelles sem- 
blent dépendre d'équations d'un degré au-dessus du cinquième. 

Par de semblables procédés , on pourra prolonger à volonté l'échelle 
des modules dans l'ordre croissant , et il n'y aura jamais qu'une équa- 
tion du cinquième degré à résoudre pour passer d'un terme au terme 
suivant. 

100. Soit, par exemple, « = 3, et par suite <*'=f, on aura 

d'où l'on tire les valeurs numériques 

ay = 171° 1 1' 3 7 ",6o9r>7 a<T = 30° 8' 55",6g-]42 

y = 85. 35.48,8o4835 cT= 10.4.37,84871 

Arssin^... 9.99871 63323 h = sin J\ .. .9.34383 G53DO. 

3 

Pour trouver le module k l} il faut résoudre l'équation xx' $ = . qui 

peut être abaissée au cinquième degré en la divisant par x' — ~-, mais 
comme cette équation est d'une forme très simple, il n'y a guère d'avan- 
tage à faire cette réduction, et si l'on fait immédiatement xf =3(1 — ce) , 
ta étant un nombre très petit, on aura à résoudre l'équation 

s (» — »)' = Voici le résultat du calcul : 



I 
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i = 54i.9i2 9 566 = m, sin- ay^-jL—p . ï!L=i , 

Ziïïy- t ~" ,5 - 355 9 I l86a6 *>• = o"oo43a g8i36 

STlj;*"" 7- 6 7795 ^93i3 ?l = 0.00316 49068 
sin a^,. . . . a. 3a 204 40687 
R". ... 5.3i44a 5i33a 

ay t . ... 7 .63646 93019. 

L'angle y l} déduit de sina>,, a deux valeurs, dont l'une est complé- 
ment de l'autre ; et comme on sait que y, doit être très près de 90" , 
on aura 

y, = 89'5 9 '59",99 7 83 5o 9 3a; 
de là les logarithmes de k et k\ , comme il suit : 

k t 0.00000 00000 

k' t a.oaioi 4<>73o. 

101. Pour donner encore un exemple de nos formules, soit A = siu 45% 
on aura sin ay = 1 , et l'équation à résoudre pour trouver a sera. .. 

i=«V= , + aa > ou a«— aa»-f-aa-f-i =0. Divisant cette équation 

par fl'-f-i, on aura a* — aa* — a*-f- aa -f- 1 = o , ou (a* — a — i)*=o; 
on a donc a* — a — 1 = 0, résultat qu'on trouverait immédiatement par 
la valeur de aA* — 1 , donnée n° 96. On a donc a=7+îv/5=asin54% 

ensuite, sin* a«T = aa' s =1 ± et wuacTss—. Par cette valeur, 

on trouve 

«T = o° 5' ao", 390570a 
log sin «T= log h sa 7 . 191 1 1 88449 37 
logcoscT=log A's= 9.99999 94764 10. 

L'échelle dont nous venons de nous occuper est l'une des deux qui 
composent l'échelle unique dont l'indice est y/5. Pour former l'autre 
échelle, soient k et h les deux termes moyens qui doivent être complé- 
mens l'un de l'autre; et puisque nous avons fait A:=sin y et As=sin <T, 
il faudra qu'on ait y + £ = 90' et sin a> = sin a/. Ainsi , on devra 

avoir pour ce cas particulier «V '== ara' 4 ou a = a', et l'équation 

(1 -r-aa)(i4-aa') = 5 donnera a = — 1) = a sin 18'. Il en 

résulte 
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sin'ayssa*, sina>=a , =(asin i8°) s =v/5 — 2, cos2>==ba v/(v/5 — 2), 
àn'y =1+^5-2), sin',T = i-v/(/5— 2). 

Telles sont les valeurs de A* et h % , ou , si l'on veut exprimer les modules 
par les angles dont ils sont les sinus , on aura 

k = sin83° 10' ai ", 7 4 7 455, 
K = sin 6.49.38,252545. 

Nous connaissons ainsi les cinq termes moyens de l'échelle dont l'indice est 
l/5 ; ces cinq termes sont h' t k, sin 45°, h. 

102. Appliquons maintenant au cas de p sss 5 les formules du théo- 
rème II. Si l'on détermine l'amplitude € m de manière qu'elle satisfasse a 

l'équation F (A', 6,)= j F'A's^H', on aura , en faisant sin ^ = y et 

sin » = a , les équations 

F(A,4) = a*'F(*, »), 

1 ~~ ' 1 + ^•cotT; * 1 + y cot' f, ' 
I ^'cos'ffj y*cot?C t 

(90) \ (y 1.4- Yi r>Y* ' ^ 1 ^ aT ^ ~ 

^_ j'cos* C, cm'C a 

v ' v J ' 1 -f-,y* cot* C, i+^cot'fe^ 

Ensuite, on aura les quatre équations suivantes, extraites des équations (49) 
entre les constantes du problème , 



_ sin'C, sin' C s 

M «ni, iînT, '' r 1 ' ' * ~ iÛ7'C 4 sin*C 



fo 1 ) 1 tt-, = 1 -f asin 6, — a sin S,, 

(^-,y = 1 H- a sin'G, + a sin' € 9 — a sin* É, — a sin' É 4 . 
De plus, nous savons qu'on a 5jUft'= 1 et /*'= ^. 

,o3 - Soit sin?, sïiaT3 = ^ Gt = ° n 8Ura ' entre 



et la même équation que nous avons trouvée ci-dessus entre a et A, 
savoir , 

( 9 a) *" = 3*'(*'— 1— J); 

d'où résulte 
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ja£'= i ■+-«'+ A', ï 
S 7 — a 73 ' J 

11 serait inutile d'employer les auxiliaires à la recherche de l'équation entre 
les modules k et h y parce qu'on trouverait le même résultat qu'ont fourni 
les formules du théorème 1 er ; mais il est nécessaire de calculer en fonctions 
de a' et b' les coemeiens de l'équation des amplitudes. 

On a d'abord 4=1+ aa'; d'un autre côté, on a - = i-f- ia et 5*ift' = i ; 

donc (i-|-2a) (î H-ao') = 5. Ainsi l'auxiliaire a' est la même que nous 
avons employée dans l'art. 96. 

Au moyen des valeurs de «'et b\ on trouve immédiatement 

_J 1 ' - r=a'*4- ai' 

cof £, H- cof £, s= -h ai'— a , 

cofC, cof^ s = 1 —ai'-r-i" — a'\ 

11 faut ensuite avoir les valeurs semblablement exprimées de col' £,-f- cof 6 4 
et de cot' 6, col* 6 4 . 

Et d'abord l'équation /*' = S ' P , î' " P . 9 donnera . = fx'b''\ 

^ ^ sin* t. sin* C 4 lia' C, sin' fc 4 ^ ' 

ensuite, l'équation ^U, = 1 -f- a sin 6, — a sin Ç,= 1 — étant coin- 

tt) =i-f-asin , ^,-f-asin , ^ J — asin'É, — 2sin*É 4 , 
on en tire successivement 

sin'e,-f-sin»G 4 =— 2--^ , 



' 4- ' = ^'(aA'H-a^' — «"), 

cof £.4- cof é 4 = ft'(ai'-f- aa'i' — a'* — 2 — 4a') , 

cot» S. cot* 6 4 = fi!{i — a*' -|- A'* 4- a'' 4- 2a' — -xa'b'). 

104. Au moyen de ces valeurs, l'équation entre z et y sera ainsi ex- 
primée : 

1 4- ia'+(ib'+ ia'b'—â % —î — 4a'),y , + (i —il/+b' t +a' t -i-za— iia'b' ) y* 
Z —T' , + («'• 4. ib' — a) y» 4- ( 1 — 26' 4 — fl") .V 4 ' 

On voit qu'elle n'est pas de la même forme que l'équation (87) donnée 
par le théorème 1 er ; mais il sufîil d'un léger changement pour rendre 
ces équations entièrement semblables. Appelons b" la seconde racine de 
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l'équation a' s =s 2b' (b' — 1 — a'), en regardant b' comme l'inconnue. 
Cette seconde racine b", qui esl toujours négative, sera donnée par la 
formule 

de sorte qu'on aura b' -f- b" '= 1 -f- a' '. Il ne s'agit plus que de substituer 
dans 1 équation précédente la valeur b' = i + a' — b", et l'on aura 

f ,v _ i + aa'-f- (a''- g*A* - a&') y» + b '*y* 

(94; « — J- , + (a -. + a6 »j y > + (6-_ 2a'6>* » 

équation entièrement semblable à l'équation (87). On voit, en effet, que les 
coelliciens de la nouvelle équation sont exprimés en a' et b", comme ceux 
de l'équation (87) le sont en a et b; et si l'on voulait exprimer ces coefli- 
ciens par la seule donnée a pour le théorème l", ou par la seule donnée d 
pour le théorème II , il faudrait, dans le premier cas, faire 

b = Hi+a) + M<« + *0 (« + *)]» 
et dans le second , 

** = i( 1+ «')-i V /[(,H-*0(i+^)]: 
d'où l'on voit que les deux expressions sont des fonctions semblables de 
a et de d, avec la seule différence que le radical change de signe d'une 
expression à l'autre. 

io5. Voici, au reste, comment ou peut expliquer ce singulier résultat. 

Quand on passe de l'équation F (A, <p) = f*F(A, 4) » l'équation 

F(n, 4) = A*'F(*j *)» q u ' M f 3 * 1 en substituant aux quantités x, 
y, a les quantités jr y z, a', respectivement, il faut que les valeurs de k % 
et h*, dans la première équation, soient remplacées par les valeurs de h* 
et A*, respectivement, dans la seconde. Or, dans la première, on a 

M étant mis pour Substituant dans celles-ci d à la place 

de a, et observant que M reste le même, parce que j ^ % = j ^" a *, , *' de- 
vient i - 1 . M , et A' devient I - I (1 -f- d- «") M. Donc , 
en effet, A* se changera en h* et en A% pourvu que M, qui est la même 
chose que t + 9a se change en —M', qui est la même chose que — , 

donc, avec la condition que A se change en — A', la substitution qui rend 

11.. 
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identique l'équation ^.^^ff j^f' yt,.^,.^) . ren " 

dra identique aussi l'équation vil _ y) % {l ^ y f *P' • 
par le changement de Je,/, a cnjr> s, er*, respectivement. 

Cette propriété est particulière au nombre 5 pris pour p, comme une 
propriété analogue (n° 87) est particulière au nombre 3. D'autres nombres 
premiers pourront présenter des propriétés semblables ou modifiées, selon le 
nombre des lettres nécessaires pour exprimer rationnellement tous les coefli- 
ciens de l'équation des amplitudes. 

106. Une autre propriété non moius remarquable pour le cas de p = 5 
est celle qui permet de déduire aisément les auxiliaires € m des auxiliaires 

et réciproquement ; c'est-à-dire que si A: et A sont deux termes consécutifs 
dans l'échelle dont l'indice est 5, la division de la fonction complète Y'k en 
cinq parties égales étant connue par les quantités et,, et,, etc., on connaîtra 
immédiatement les quantités etc. , provenant d'une division semblable 

de la fonction complète F'A', et réciproquement. 

En effet, nous avons vu, dans le cas de p = 5, que a étant connu, on a 
immédiatement les valeurs de sin et, , sin «, , sin et, et siti a 4 ; si l'on donnait 
ces dernières quantités, ou seulement sin et, et sin et,, on en déduirait la va- 
leur de a. savoir, a = A — , ensuite celle de a! = a *~ a . Or, a! 

1 1 sin et, sin «3 ' 1 ■+- 2a ' 

étant connu, on en tire aussitôt les valeurs de sin é, , sin ê 3 , sin 6,, sin C 4 . 
Ainsi, il y a une liaison intime entre la quiutisection de la fonction complète 
F'* et celle de la fonction complète F' A'; une semblable liaison n'existe pas 
entre les divisions relatives aux modules k et h. 

107. Pour diviser généralement toute fonction donnée T(k 7 ce) en cinq 
parties égales, c'est-à-dire pour déterminer <p d'après l'équation F (A, e») 
= 5F (A:, il faudra faire usage des formules suivantes, données par nos 
deux théorèmes, 

sin' 9 sin' 9 



sin* *^ 
4> sin 2 «, 



F(A,<p)=MF(A,4), sin4=i^. ''."'"V . si °' 

v ' T/7 T f* 1 — * ' sin* ç sin '«» 1 — k* sin'tf» 
rrf, ]ï — u'F(k «in«— 1 + sin ' * C 4 1 + sin'^cot'C. 



Au moyen du module donné A, on déterminera « par la résolution de Pé- 
quation du 6* degré, """" ^*) = aS * , . aa j fl étant connu , on 

connaîtra a' } b\ lf\ et toutes les quantités exprimées en et et € dans 
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les deux e'quations des amplitudes : on pourra aussi, au lieu de ces équa- 
tions, prendre celles qui sont exprimées, l'une par les données a et b f 
l'autre par les données a' et b". On aura ensuite à résoudre une équation 
du 5 e degré pour déduire sin -\> de sin os, puis une du même degré pour 
déduire sin <p de sin 4". D'ailleurs, connaissant la loi d'accroissement des 
variables •>[, et a» , ainsi que celles des variables <p et 4 , il n'y aura ja- 
mais d'ambiguité dans la détermination de l'angle $ par son sinus, puis- 
qu'on sait d'avance dans quel quadrant doit se trouver l'angle q>. Ainsi 
le problème de la quintisection , qui dépend en général d'une équation 
du a5 e degré , se réduira toujours à la résolution d'une équation du 6* de- 
gré et de deux du 5". 

108. Venons enfin à la transformation de la fonction de seconde es- 
pèce E (k , <p). Si l'on veut appliquer la formule générale du n° 75, qui 

se rapporte au théorème II, il faudra avoir la valeur de ~ ; or, l'équation 



4^(1 — k*) = «' ^ , -f-a aV ' " onne > P ar sa °-»"érentielle logarithmique , 

(2 — 4 *')<f* j_ 5 10 a(i — na'— «') 

hV*da' a i—a' i + aa' a' (a — a') (i + aa') » 

on a d'ailleurs 1 — aAf = 1 + M » 011 disant , pour abréger,. . . 

m =v/tÎ£' ; donc 

M dh_ i-f-aa J_ 

ÎF* a'(a— a ) ~" o«" 

On trouverait semblablcment 

dh __ 5 

AA'irfo' — aa' (i + ad'y' 

de là résulte 

<iA _ 5 _ , t 

A A'* * ctt ~ (1 + m')"» ~~ ^ » 

ce qui s'accorde avec l'équation générale p9* = qr, trouvée n° 73. Main- 
tenant , si dans la formule générale 

E(A, «)=^'E(A, 4)+ (£ -^'A'-- . g) F (A, 4) + V, 
on fait les substitutions p=5, ^=!-f-2a', ^-.^= — 2^*^-= — aaa'M , 

d'où résulte 
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ou aura enfin la formule cherchée 

E(A, o,) = 5 jl *'E(/z, 4) + (£ - aM)F(A f 4) + V, 

dans laquelle il ne reste plus qu'à déterminer la quantité algébrique V. 
109. Pour cela, nous avons la formule 

-y, k* sin m 00s • A* sin -i 00» j kk'_^_ dm 

dans laquelle il faut substituer la valeur de Celte valeur se calculera fa- 
cilement au moyen de la formule 

« = 4 H- a4, — aJ/j , 

où l'on suppose tang 4, = ^ tong 4 , tang 4, = ^ tang 4. 
Soit, pour un moment, /== -Ar- et £ = -r^- , on aura 

f—g=.d et /& = y= £ (1 -#-<*•+- A') î d'où résulte 

# , £_ , 1 

aV af/O + aa') 2V/(i+a'«) 3 ' 

dg i_ , I 

da ~" a*/(i+~â7) ~*~ 2f/(i+a'*) 2' 

Différenciant la valeur de a par rapport à a', et faisant, pour ahréger , 
A "= a7) + + «'•) » on aura 

»in4 co»4 f a * t .\ sin^coa^ . 

i + cot'C l »in'4'^ A " i " , '~"i+cot*Cjsin'4^ j ' 

do' aa'M 
et parce que = j^t > °n aura 

dm aa'M si a 4 4 / i + A' i — A* \ 

«/(i— i'sùi»*) 'dl— yt>— *'•»'•) ' Vi+cofC, «in* 4 1 + cot-C,linSy ' 

ce qui donne, en termes purement algébriques, 

4 9 s i n « cos m h* sin 4 cos 4 



V' = 



|/( 1 — k* sin* .) f* * «/(i — A» sin* 4) 
aa'M ti n ^ cos 4 / i + A." , i — A* \ 

f/(i — i*«n* •) ^i + cot»C,»in»> i + cof f , sin* 4/ » 

quantité qui se réduirait sans doute à une forme plus simple si l'on y subs- 
tituait les valeurs de sine* cos ai et */(i — A* sin' a»), exprimées en fonc- 
tions de sin 4- 
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110. Si l'on fait à la fois >l = ± , Xelù» — jK t la quantité \ ' disparaîtra, 
et l'on aura pour la transformation de la fonction complète cette formule 

E'A=5^'E'A -f-Q, — ^ • — 2 m)F'A, 

où l'on observera que la valeur de M peut se mettre sous cette forme 

M =V(? +5 *- a > 

Si l'on prend pour ft? une valeur quelconque comprise entre 1 et \ , on 
en déduira fi = ^ > a == ' ~ > a = ' ~ > puis on déterminera et h % 

par les formules 4A»(i — Â-) = aV, 4^'(i — oa' 5 , et l'on aura tant 
d'exemples qu'on voudra de la réduction des fonctions E'k, E'/i, comprise 
dans l'équation précédente, à laquelle il faut joindre l'équation T'ks^ft'F'k. 

Cette formule étant appliquée aux deux échelles qui , par leur réunion , 
forment l'échelle y'5» , dont nous avons fait connaître les termes principaux , 
on pourra, par la seule transcendante F'jfc, où A=sin45% déterminer toutes 
les fonctions complètes E' et F 1 qui se rapportent aux dùTécens termes de l'é- 
chelle dont l'indice est 5, et qui a sin 45 e pour terme moyen ; et dans l'autre 
échelle, dont les deux termes moyens k et k' sont complémens l'un de l'autre, 
et se déterminent par les équations k = sin y et sin = (2 siu 1 8*) s , on 
pourra semblablement déterminer les fonctions complètes E 1 et F' qui se 
rapportent à un terme quelconque par la seule fonction de première espèce 
F'k, qui se rapporte à l'un des deux termes moyens. 
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Addition à fart. g4- L'équation des modules peut encore être mise sous la forme 
o = (> — m) 5 — i6n»(i^l£) (i — *'m«) , 

où l'on a w' = Cette équatioa a toujours deux racines réelles et positives; la pre- 
mière , plus petite que l'unité , donne le module h qui suit le module donné k , par la for- 
mule A = ftji»*; la seconde, plus grande que l'unité, donne le module k, qui précède k, 
par la formule k, s= km*. 

En effet, on peut, dans l'équation précédente, mettre à la fois A à la place de k, 

et — à la place de m; ce qui prouve que la même équation qui, par le module 
m 

donné h , fait connaître le module suivant h, , donnerait en même temps le module 
précédent k. Cette équation, appliquée au module donné k, fera donc connaître à la 
fois le module suivant A et le précédent A,. 
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THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



DEUXIÈME SUPPLÉMEIVT. 



S I". Usage des imaginaires dans la théorie des fonctions 

elliptiques. 

• 

m. Appelons Ç la fonction F(*, q>) dont le modale est h et l'ampli- 
tude f; nous aurons réciproquement Q = 4mp.% 1 ou, pour abréger, 
?= ï ^(£) et »in*=sin^(Ç). Soit, comme dans l'art. 19, I«'Suppl.| 

sin<p = itang4, i étant mis pour y/— 1, la différentielle — 

deviendra ^^^^.^.^^ # désignant le complément du module h; donc, 

si l'on fait «=/ ^ ( ,jff, inH) ==F(A', 4), on aura car nous 

supposons que les intégrales 0 et a sont prises à compter de f=o et de 4=0. 

Ainsi la fonction £= C—, — ^ et la foncti r 

loncuon ç — y ^—^—^ e t la loncuon « _J -^j—^ 

relative au module complémentaire K, se déduiront l'une de l'autre, au 
moyen de l'équation très simple % = ù», pourvu qu'entre leurs amplitudes 

f et 4 on "il l'équation sin$ = t lang4, d'où résulte cosp = — — , 

cos *X 

V/(i - A'sin' *) ma y/{ 1 +*• tang»4) = ^ , - 8 in- 4), ou . . . 

Et parce qu'on a p = ^(A,Ç), 4=^, a,), ces équations peuvent 
encore s'exprimer ainsi : 

SI II 

cos fc) - ^p-j, 

^ ' ' ~~ •) "~ sin A{i\ *.'—»)' 

Tome III. 12 
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Si l'on fait ^ = on aura « = F , A' = K.', et £ = donc 

sin A (k , i'K/) = i tang £ tt = 00. 

113. Ce résultat, dû à l'amplitude imaginaire «K.', paraît fort remar- 
quable, mais il n'est tp'un cas particulier de la formule générale 

(,) sin^fê + iK') = = ^ , 



que nous allons démontrer. 

Si l'on a les deux fonctions £ = F(A, 0) , fl=F(A, a), il résulte des 
formules connues (art. 18, tom. l* r ) que le sinus de l'amplitude d'une 
fonction égale à £ -f- 6 , se détermine ainsi 

• . fl\ _ iip»co»««A«+8in*oo»^» 
sm A £ 4- 8) — ,-A*,io»«sin>f • 

Faisant dans celle formule 6 = iK', ce qui donne sin* —± ^ 

cos*=v/(i — sin**) = sin«. ^/ — 1, A«=v/(i — /fc*sin , a)=A;sin<r. / — 1, 
cos s A* = — A sin» « , on aura 

> if 1 'ir'\ — tain p sin* « -f- «în«coj*0ûp 1 
s i D ^(Ç + ^ = nJ J_. 

Cette formule est l'expression d'un théorème fondamental d'où se dé- 
duisent un grand nombre de propriétés des fonctions elliptiques. 

On en tire d'abord cos A{% -f- iK 1 ) = ^ tit Jl ffi > «Unt mis PO« r 

V/[i — rt'sinV^)]; on a ensuite 

Ayf(£ + iKV) = tcot^Ce) , cot^fê H- iK') = *A^). 

11 3. Si, dans l'équation (1), l'on met £-r-*K/ à la place de £, on aura 

sin^fê + *K') = (£+*') - «^«> 

1 

Mettant dans celle-ci a*K.' à la place de Ç, on aura de nouveau 

sin A (£ + 4*') = sin A (£ -f- a*K') = sin ^(Ç) ; 
donc, en général, ni étant un nombre entier quelconque, positif ou né- 

(a) sm^(£ + am^K') = *n^(£)- 
On ne change donc point le sinus de l'amplitude d'une fonction £ ou 
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F (*> 0)> quand on ajoute à cette fonction, ou quand on en retranche la 
quantité imaginaire W*K', qui est le produit de i ou |/ — * par uu 
multiple 'pair quelconque de la fonction complète K' ou F 1 (A'). 

114. D'un autre côté, quelle que soit l'amplitude $ de la fonction 
£ = F(À', <p) f la fonction £ + aR ou F(/:, ^)-f-F(A, ir) pourra être re- 
présentée par la fonction F(k, Q-\-7r), dont l'amplitude est ^-f-*, et 
puisque sin ($> -f- *) = — sin <p , il s'ensuit qu'on a en général 

sin^ (£ aR) = — sin^ (§) ; 

donc, en mettant Ç -f- aR à la place de Ç, on aura aussi 

sin ^(£+4R) = sin 

De là résultent évidemment les deux formules générales 

f * {nJ K + (4"» ^- a) K] = — sin A (£) , 
K) Uin^(e + 4mff) = sin^(e), 
m étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif. 

Mettons maintenant dans ces deux formules £ -f- am'*K' à la place 
de et nous aurons, en vertu de l'équation (a), ces deux nouvelles 
formules 

f sin + (4m -H a) R am'iK'] = — sin A (£) , 
W ( sin (£ -f- 4mR -f- am'/R') s sin A ) , 

qui ont lieu quels que soient les nombres entiers m et m', positifs ou né- 
gatifs, et qui contiennent ainsi une propriété très générale des fonction» 
elliptiques de la première espèce. 

11 5. 11 est facile de voir quel sera l'usage de ces formules, pour divi- 
ser une fonction donnée Ç ou F(À, 9) en n parties égales. Soit, pour cet 

effet , x = sin A (| ); puisqu'au lieu de £ on peut mettre £-f-4mK-f-a/w' *K', 

sans que la quantité donnée sin^(f») éprouve aucun changement, il s'en- 
suit que l'équation qui détermine la racine x déterminera également toutes 
les racines comprises dans l'cxprersion générale 

x = *nA(Ç + * m *+* m,i *)-, 

et quoiqu'on puisse donner à m et à m' telles valeurs qu'on voudra, en 
nombres entiers positifs ou négatifs, il n'en résultera cependant qu'un 
nombre déterminé de racines différentes entre elles. En effet, quels que 
soient m et m', on peut toujours supposer m = «n-f- /*, m' = a'n -4-^', 
« et a' étant des entiers pris de manière que ft et /u' soient moindres que a, 

13.. 
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ce qui donnera la valeur 

x = sin^-i-4«K_ f - att ' t K' + ^ K + * X ) , * 
laquelle , en vertu des équations (4) , se réduit a 

(5) I = »^+iL±2«) 

De là on voit qu'il suffit de donner à m f ainsi qu'à m', les valeurs 
o, î, a, 3...n— i, et la combinaison des n valeurs de l'une avec les 
» valeurs de l'autre donnera »' valeurs différentes comprises dans l'ex- 
pression (5). 

Donc, si l'on a F(A, Ç) F(A, l'équation qui a pour racine sinÇ 

sera du degré n*, ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus, 

pour le cas où n est un nombre impair. #n voit, de plus, que l'équation 

dont il s'agit aura toujours n racines réelles, et »* — n imaginaires. 

116. Si n est un nombre impair, la valeur de sinp s'exprimera ration- 

p 

nellement par sin£ ou x, de manière qu'on aura sin<p = x.^, P et Q 

étant des fonctions paires de x du degré n* — i , 

Si n est pair, on pourra supposer n=2"p, p étant un nombre impair ou 
l'unité. Alors la division delà fonction F(k, ^) en n parties égales exigera deux 

opérations : l'une pour trouver l'amplitude 9 telle que F(A, fl) = ^ F(A, <p), 

ce qui se fera par les formules de la bisseclion, répétées autant de fois 

que a contient d'unités ; l'autre pour satisfaire à l'équation F(A, 0==^ F(*> 8), 

c'est-à-dire pour diviser la fonction F(A, 8) en un nombre impair p de 
parties égales , ce qui se fera par la résolution d'une équation algébrique du 
degré/?*, ou plutôt par l'application des théorèmes 1 et H du premier Sup- 
plément, qui réduit la résolution de cette équation à celle de deux équa- 
tions du degré p. 

Et lorsque p sera un nombre composé, la résolution algébrique dont nous 
parlons se simplifiera encore en l'appliquant successivement aux différens 
facteurs du nombre p. Mais, dans tous les cas, il faut, de plus, supposer 
connues les fonctions trigonométriques qui se rapportent à la division des 
fonctions complètes K et K' en un nombre impair de parties égales. Beau- 
coup de recherches ont été faites sur ce point très difficile de la théorie ; 
nous en donnerons le résultat avec tous les développemens nécessaires, 
dans une autre occasion. 
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5 H. Développement des fonctions trigonométriques de V am- 
plitude en séries composées d'une infinité de facteurs. 

117. Dans le Traité précédent, et surtout dans la partie qui concerne 
les approximations, nous nous sommes attaché à déterminer les fonc- 
tions par leurs amplitudes ; nous allons maintenant nous occuper du pro- 
blème inverse, qui consiste à déterminer les amplitudes par les fonctions. 

D'après les formules générales du théorème 11 ( art. 39 , 1" Suppl. ) , 
l'équation des fonctions F(A, 4) =f*'F(A> ?) est satisfaite par l'équation 
des amplitudes 

y i +y'cot , C» i-fyoot'C 4 1 4-y cot° Cs 

* — J2 • 1 +j*cot»C, * ! +y oofff, * i +ycofC 5 ' eic '> 

où Ton suppose jr= sin 4 > zessinf, et T(h' y € m ) = -F'/<'=- H'. 

/* P , 

Cette valeur de z, qui se rapporte à un nombre impair donné p et à 
un module donné k, ne contient en général qu'un nombre déterminé de 
facteurs; mais lorsque p est infini, ce qui est le cas que nous voulons exa- 
miner, la série de ces facteurs s'étend à l'infini, tant dans le numérateur 
que dans le dénominateur. Alors, quelle que soit la valeur du module 
donné A, le module transformé h sera infiniment petit, comme le fait 
voir l'équation 

h = ff sin 4 et, sin 4 a, sin 4 a s etc. 
On pourra donc supposer la fonction complète H et son complé- 

ment H', exprimé par log|, deviendra infini. Mais, par les formules de 

„ . . . . , H w K H » H' BK.' wK' 

1 article aie, on a / t * == j^ = ^ s 7 = ^ ÎF ' donc > ~p~ = 1C = "âK ' 

et - H' = - . 

P a JK. 

Tant que m est un nombre fini, on peut supposer h' = 1 , et 
F(À', y Œ ±log.I±££ = ï.£. Soit donc ? = e-î, on aura 

«-C-rgs, cot^^^p, 

1 -I» _y* cot* C, _ / 1 — ? "~'\ 1 — ay" co* a^-f-g'" 
1 -f- y' oot*f»_, \ 1 — f-/ ' 1— aj— , a»a4 + î lm -*' 
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Au moyen de cette dernière formule, la valeur de s ou sinç pourra 



er ainsi 



aK . . . , , i — ay'coaa^ + y* i — ay^coga^+y* i— •ay^cota-J.-f ?" 



smd5 = — A*sin4> 2 T ,. ~ t-tV — -3 nr4;« etc -> 

w T 1 — ay cos a^ + y' 1 — ay'co^^-fy 1— aj*oo»a4+9 

A_ 1 —y t— y 3 I — y * 1— y' . 
1 — y* 1— y* I — y* I — y* 

Et puisque la supposition p = 00 , qui rend le module A in6niment pe- 
tit, donne F(A, 4) = , <{' =f/F(k t = ~F(A:, ç), on voit que la for- 
mule précédente détermine l'amplitude (p par la fonction F(A, j car 
connaissant F(A, on connaît l'angle 4 = \ • *^ ^ - 

Si p est infiniment petit, on aura et si Ç^ïT, on aura 

aussi 4 = ï7T. Dans le premier cas , on trouve par la formule la même 
valeur de A en fonction de y, que nous avons rapportée; dans le second 
cas , on aura cette seconde valeur 

A = (Jry.L±£.L+^.L±5;.etc. 
\aKy » +y* i-r-y 4 i-r-y' 

118. Appliquons maintenant de semblables réductions aux deux formules 
(45) et (46) de l'article cité. 

La supposition de p = ce , qui rend égales à l'unité toutes les quantités 

I 

(1 — hy*)*t sin^-i» sinfi^,, etc., permet d'écrire ces deux formules de 
la manière suivante : 

* ^ 1 1 — v'c oi'C. 1 —y cog* C 4 1 —y coa* C, 

co* <p _ cos 4 . 7+^^ • I+ • I+ >eofC; • Clc ' » 

a /ï. 1 — y' coa' C, 1— y co>»C, 1— y'co»*C 5 

<PJ — , + y-ooV c, • , +y «or C, ' 1 + v « cor C s ' elc * 

Mettant sin'4 ou £(1 — cosa4) à la place de j*, et substituant les va- 
leurs connues de et col'£ B , on aura 

cos <P = B' cos 4 . ,+a ^ con jy . t+a tr**î< . . etc . 

T 1— ay co»a>H-y* 1— ay'cosa^+y* »— ay 4 coo^+y ,# 

B = l —— \ . . t -^ i . . elc. , 
i-t-y» i + y* i+y« ' 

A(k «Ï=D* 1 + 2 9'' oga ^ + y* i-t-ay^oMa-l+ y' 1 -f- ay'cosa-l-f-y'* 

°v*> *7 ' i_ 2?C c»a4< + y»' 1— ay'cosa^+V * 1 — ay»co»a4+y - ' eiC *' 

D = ^'^fSfî-etc. 
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Outre ces deux valeurs de B el de D , que donne la supposition de <p=o 
et ^ = 0, on en trouve deux autres par la supposition de 9 = £73- et 

4 qui dooo. £î«$£î = £=T VO ») = ^' 

Ces valeurs sont : 

B = (^Y.i±l.l±2;.i±^.e.c., 

D-(*)*.i±J.Ï±$. £fcc 

Comparant les deux valeurs de D, on en déduit D= yk y et par con- 
séquent , 

(6) ^=7ff-;^-7^-«- 

1 19. On voit que ces formules contiennent diverses fonctions de 7 , 
exprimées par une infinité de facteurs binômes, dont il importe de dé- 
terminer les valeurs; ces fonctions, au nombre de quatre, sont 

a = 1 — 7 .1 — (f. 1— 7*. etc. , € = 1 +7 • i+? s «i H- 9*. etc. , 
*'= 1 — 7*. 1 •— T 4 . 1 — /.etc., €'= +T 4 .! -f-/.etc. 

On trouve d'abord qu'elles satisfont à l'équation «'= aut'CÇ', ou 1 = 
car on a immédiatement 

ad — 1—7 .1 — y'. 1 — y 3 . 1 — 7*. etc. , 
66'= 1+7 . 1 7'. 1 -f-9 3 . 1 -f- y 4 . etc. j 
donc, aa'&Q' = 1 — 7'.i — 7*. 1 — q s . 1 — 7*. etc. = a', 

ou 1 = *££'. De cette équation on déduirait ^ = ou 

(, -,)(,-;)(,-,*) et* = (" "H)(« + < ' + +/) etc . , 

ce qui est conforme au théorème connu dans la partition des nombres. 
( V oyez Introd. in Anal., page 27a.) 

Maintenant, les équations que nous avons trouvées pour déterminer 
les coefficiens À, B , D , peuvent s'écrire ainsi : 
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Les deui premières donnant le même résultat que la troisième, savoir, 

J = (/T, nous n'avons réellement, pour déterminer nos quatre quan- 
tités, que les trois équations 

et il reste à trouver une quatrième équation. 

lao. Pour cela, soit « ou e = Y, on aura sin 4. = — ^ — , 

cos a4 = — ^ — • Cette dernière valeur permettra de partager chaque 
facteur trinôme de l'expression de sin ç, en deux facteurs binômes j on 



fi— <^V» .i — <j«v» .i— 9 -v» ... etc. 

■ ._» K a; V — V " 1 1 — <7*V-V i - g'V-. 1 -yV-*. . • et c. 

<nn <p — —A .— ,,_ 9V . ç»V .i-^V ... etc. 

ti— çV— .i — <j*V— .i— <J*V-»... etc. 



Maison a 4 = ^F(*, <p), ou ^ = F(Ar, <p) ; donc ? est l'amplitude 
de la fonction ^r, ce que nous exprimons ainsi: <p = ^ ^ 2Ïi ^ et 
sin^=sin^(^} 

Mettons — >L -|- iK' à la place de — 4i alors sin Ç se changera en 



sin -f-iK') ou ^U. En même temps 4 devient 4+^', et 



wK' 



e** ou V devient e * »^* ou V^ 5 ; d'où l'on voit qu'on peut mettre dans 
la formule précédente au lieu de sinp, pourvu qu'on mette en 

même temps Vy 5 à la place de Y. Par celte double substitution , la for- 
mule devient 

, /i— v^V» .i— 9»V» .i—^V» ... etc. 
i _*K A . Vqt—W-'q —' \ i — g y-. , —q*y->. i — g»V-. . . etc. 
àsinp <r * ai 'fi— ,i-^V .i— <j«y ... etc. 

Il — V— . i— <j*V-«. i — . . etc. 

Multipliant ces deux formules membre à membre, et réduisant, on 
trouvera 

49* 
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lai. Connaissant <d t on aura d'abord les quatre quantités a, et', £, 
au moyen des formules 

■ 

Ensuite on aura B = J = aV(£)* et D = Ainsi tous nos coeffi- 
ciens sont déterminés, et de plus, la valeur des produits a, a', £ £' est 
connue en fonctions des quantités A, A', K , qui peuvent être déduites 

_irK' 

de la quantité donnée y sa e "K". 

i32. Cela posé, les fonctions trigonométriques de l'amplitude p=^(25i) 
seront ainsi exprimées : 

\ » / t î i — a ? cos 2>H- 7» * i— atfconï+f ' i-îîW+T " C,C * * 

I 

<8)<cos>#f-^V=a^f'£Vo0iJ. '+ 3 9* co »4-H 4 i+^cosa'M-q 8 i+a ? «cos iHfl" 

\ »/ VA/ cosa^+ij*" i— aç'cosa^^" i— a^cosa^T^' 6 * 0 '' 

A^fi^N-fft')? i + agcoi^H-tJ* i + a? 3 cos a* + q« i -f a<7 W^+o"» 
V ' ' • - -»<7 cosa^ + q' ' i - ao 3 ces a* + 9 «- i-a^osa^" e4c - 

La quantité y, qui entre dans ces formules, est exprimée par l'expo- 
nentielle c K , de sorte que son logarithme hyperbolique est e t 

qu'il se détermine ainsi par le rapport des deux (onctions complètes K et 
K', qui répondent aux modules k et if. Pour rendre plus facile le calcul 
des formules très nombreuses dans lesquelles entre la quantités, il serait 
bon de dresser une table des valeurs de cette fonction ou de son loga- 
rithme, pour tous les dixièmes de degré de l'angle du module, ou seule- 

O On ait que le produit d — y*) (i— ? 3 )(i -y4) etc., conUnué à l'in- 
fini, donne, par son développement, la suite i -y -^-f-y 5 *? 7 — etc. 

dans laquelle les exposaos de y sont de la forme Cette suite, qui est ex- 



primée par a donc pour somme Q^(ikk')>k ♦y"»'*, quantité qu'on peut cal- 
culer d'une manière" fort approchée par les tables elliptiques, mais qui n'en est 
pas moins une transcendante fort composée. 

Tome 111. l3 
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ment de degré en degré, ce qui se ferait très facilement, au moyen de 
la table des fonctions complètes , que nous avons donnée sous le n' I , 
dans le tome II. 

La fonction q se rapportant au module k, si l'on appelle r la fonction 
semblable qui se rapporte au module complémentaire kf, on aura 

log<7 = — ^g- et logr = — par conséquent 

(9) lo S 1 Xlogr =*■•. 

Ce produit serait m*7r*, m étant pris pour 0,43439..., si les deux lo- 
garithmes devenaient des logarithmes vulgaires. 

Ainsi, l'on voit que \o%q et log r se déduisent facilement l'un de l'autre, 
et puisque w est le logarithme hyperbolique de a 3, 1 4 à peu près, il y 
aura toujours un des deux nombres q et r qui sera plus petit que ^j. 

is3. Si l'on considère deux termes consécutifs k et h de l'échelle des 
modules dont l'indice est n, la quantité q qui se rapporte au module k de- 
viendra q* pour le module suivant et, par la même raison, elle serait 
j. 

q" pour le module k, qui précède k. 

En effet, puisqu'on a, par la propriété générale de l'échelle des mo- 

dules, j^ = Bg;, la quantité q,, qui se rapporte au module A, aura 

pour valeur e H ; on a donc 7, = 7"; par la même raison, la quan- 
tité q„ qui se rapporte au module k, , ayant pour valeur e K » , on aura 

Connaissant donc, en fonction du module k et des quantités dépen- 
dantes de k y telles que k y K, K', la somme d'une série quelconque, dont 
les termes procèdent suivant les puissances de q , comme sont les pro- 
duits d'une infinité de facteurs, désignés ci-dessus par «, a', C, C, on 
connaîtra, par une fonction semblable du module h t la somme de la même 
série, dans laquelle on mettrait q* au lieu de q\ et par une fonction 
semblable du module Ar,, la somme de la même série, dans laquelle on 

mettrait q* au lieu de q. 

On peut multiplier ainsi; d'une manière indéfinie, les formules telles 
que celles qui expriment les sommes des suites *, a', C, et une in- 
finité d'autres. 

Lorsqu'on fait l'application de l'ancienne échelle, dont l'indice est a, 
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il fout, en mettant q* au lieu def, remplacer en même temps k, K 7 
K, K', par A, h', H, H'; ensuite on pourra mettre pour ces dernières 

quantités leur valeur en fonctions des premières, savoir, h = |^*> , 
A'=7^, H = i±i'K, H'=(i Par ce moyen, la seconde 

formule sera exprimée en fonction de h , et Ton pourra de nouveau subs- 
tituer q % au lieu de y, ce qui donnera une troisième formule relative au 
module h n qui suit h. On verra ci-après des exemples de ces opérations , 
qui peuvent être faites, soit dans le sens des modules décroissans, comme 
on vient de l'indiquer, soit dans le sens inverse. 
i*4' Nous avons trouvé ci-dessus la formule 



laquelle s'applique au module donné A; si on l'applique au module sui- 
vant A, dans l'échelle dont l'indice est », on aura 



0°) fa ^h+$'T+$'TT$' etc ' 



Cette formule peut servir à calculer, par approximation, le module h, 
au moyen du module donné M, dans l'échelle dont l'indice est /», ce qm 
dispenserait d'avoir recours à l'équation des modules. On aura semblable- 
ment la formule 

(■■) farn. i=4.i=4. 1=4. e.c, 
1 + 9" »+fl" i + 

qui servira à calculer le terme k, de la même échelle, qui précède le 
module donné k. Ainsi, par ces deux formules, on peut connaître suc- 
cessivement tous les termes d'une même échelle dont l'indice est n, tant 
dans l'ordre croissant que dans l'ordre décroissant, et l'on peut même 

supposer que n est un nombre rationnel quelconque. 

t i 

De plus, comme l'on peut, au lieu de q% mettre «y", «étant une racine 
imaginaire de l'équation s" = 1 , on voit que n étant un nombre impair 

quelconque, la seconde formule donnera n valeurs différentes de y/#„ et 
par conséquent n valeurs du module A,, qui précède k. Donc, on aura 
de cette manière n + i transformations du module h y et par conséquent 
n-\- 1 transformations de la fonction donnée F(A, (fi), ce qui s'accorde, 
tant avec les deux exemples connus pour les cas de /i=3 et n = 5, 

i3.. 
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qu'avec une règle générale annoncée par MM. Abel et Jacobi. Au reste , 
de ces n-f-i transformations, il n'y en a, comme on voit, que deux de 
réelles, les n — i autres étant imaginaires j et puisque le nombre qui est #» 
en passant du module k au module k, , devient »% n s , n*, etc. , en passant 
du module k aux modules suivans Ar a , A s , £ 4 ,etc. , on voit que le nombre 
des transformations imaginaires augmente d'une manière prodigieuse, à 
mesure qu'on passe du module donné à un module de plus en plus éloigné 
dans l'ordre croissant. 



* 
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> * 

§ III. Autre sorte de développement des mêmes fonctions 
trigonométriques de l'amplitude. 

1 25. Revenons à l'expression de sin p de l'art, i ao , et appelant Cl le' 
produit des facteurs binômes, 

nj v _,ï f'-?'V' .i-^V- .i-9«V» .etc., 
I* — ▼ > \i— ^V— .i— ^V— .i—/V— .etc., 

supposons que ce produit, continué à l'infini, soit égal à la suite 

A .(V-V-') + A.(Y «-V- 5 ) + A,(V 5 -V- S ) + etc. , 

A», A,, Aj, etc. , étant des coefficiens indépendans de V. Si, dans les 
deux expressions de H, on met ?V à la place de V, on devra avoir 
l'équation 

fnv fl -v-o^ , "* 4V, • l -' ? ' v, • i -^ v * • etc - 

yy— 9 v '\i-_V— .i— ?"V— .i— /V— .etc. 
= A.^V-r'V-O+A.C^V'-^-'V- 1 ) + A^V s -.^V- 5 )-f-etc. 

Or en retranchant les facteurs égaux dans les premiers membres de ces deux, 
équations, ils se réduisent, le premier, à (V — V"'X' — le second y 

à (^V 7~ , V-* , )( I — -V"*'). Celui-ci est égal ou précédent, multiplié par 

L.j donc, si l'on multiplie le second membre delà première équa- 
tion par eV, et qu'à ce produit on ajoute le second membre de la seconde , 
la somme devra être zéro; on aura donc l'équation identique 

o _ a,V -f- A,V S -f- A,V 5 -h A 4 V -f etc. 

— A , V + A + K<?*V 5 + Arf'V' -f- etc. 
_ a,V- — A.V-» — A,V" 5 — A 4 V"' — etc. 

— A.7-Y-— A^-*V- 3 — A^V- s -A 87 -»V-'-etc. 

Par les puissances positive» de V, on obtiendra les équations de condition 

A.-r-Atf-sso, A,4-A.^ = o, A 4 +A,7 , = o, etc.; 
et comme les puissances négatives donnent les mêmes équations , on en dé- 
duira les déterminations suivantes : 

A.=— A,?*, A, = — A.?* = A,?«, A 4 = — Ay7 e =A,<7'% 
A 8 = — A 4? * = — A,?", «tc-i 

donc enfin on a Cl ou 
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^ y ; (1— fV— .1 — ^V-.i-yV-.etc. 

formule dans laquelle les exposans de q résultent de l'addition des termes 
de la progression 3, 4, 6, 8, etc., et sont par conséquent les nombres 
triangulaires multipliés par 3. 

Dans celte formule, le coefficient A, étant indépendant de Y, peut être 
déterminé en donnant à V telle valeur qu'on voudra. Soit V— l/— i, ou 
V* =— i , on aura 

a (?+»')'( H- ?0'(t+<ft' etc. 

Le numérateur de cette fraction est égal à ; quant au dénominateur, 
sa valeur sera donnée ci-après , et il en résulte 

(, 3 ) A, = ^(|)W)~*. 

ia6. La formule que nous venons de trouver, ponr l'expression du pro- 
duilû, va nous en fournir une seconde, non moins utile; il suffit, pour cela, de 

mettre q*V à la place de V, et de multiplier ensuite les deux membres 

x 

par — ?*V; on obtiendra ainsi la formule 

ji— qy* .i— y»V» .i—y»V' .etc. 
( i — çV— . i — y»V—. i — y 5 V-*.etc. 
= A, [i — rtYM-V-^)-f-?<(VM-V-9— ^(V'+V-^-f-etc., 
où l'on voit que les exposans de q t dans le second membre, sont les quarrés 
des nombres naturels. 

137. Si l'on restitue , au heu de V, sa valeur H-ou cos4 + f/— r sin-J, 
les deux formules que noua venons de trouver s'écriront ainsi : 

sin4(i —37*00824 "h y 4 X , — 2 7 <co * a ' , r "t'V'X 1 — a^ , cosa4 ?'*) etc ' 
=A,(sin4 — S 1 "*»» 34H-?'sin54 — ?"sin 74-f-etc), 

( 1 — 37 cos 34 + 1 — 27' cos 34 + v'X 1 — a 7* cos34 -f* q'°) etc. 
= A,(i — 27 cos 34 -f- *q* cos 44 — cos 64 -f- etc.). 

On pourra donc donner aux trois formules de l'art. 132 la forme suivante , 

où nous mettons x à la place de 4» eu supposant — =F(A, ^) , ou 
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I ' À ( ^*\ ( 1 V a g* 8 '°*~ a< 7* a ' n 3*'*" 2( 7 * «in5x — 2<y « *in7x + etc 

|sin \~) \JJ • i — aflco$a*+a(7*cos4x— 2<79cos6cr + etc » 

( f ^) S v /aKjy\ ftSY a<?'co«.4-?.7^cos3jf-f.27 * co»5x+ 2<7* cos 7x-+etc. 

1 V.* - / \kj ' i — 27cosax+2<^co»4*— 3"; 9 cos6x + etc. ' 

V «r / ^ ' * i — *q cos 2x + a*;» cot 4* — 29» cos6x + etc. * 



nos trois fonctions trigonométriques de l'amplitude sont exprimées 
par des suites régulières, dans lesquelles les exposans de q sont, d'une 
part , les quarrés des nombres naturels ; d'autre part, les quarrés des nombres 
impairs divisés par a. 

128. La forme de ces expressions très remarquables nous conduit a 
considérer deux nouvelles transcendantes ©(y, ar), A (y, x), ou simple- 
ment Qx f Ax,dont les valeurs développées en séries sont : 

I0jc = 1 — aycosaoc+a^cos^— ay , cosdr-f-2^ ,, cos8x— etc., 
Ax a=af*sinx— a?*sin3x-f-a^sin5x — a^sin;x-f% etc.; 

et comme, en mettant x-f-ï""> au l» e ¥ de a:, on obtient 

{©(x-r-îw) as i a? cos aar + a/ cos 4«+ 27' cos 6a: -f- etc. , 
A(x+{7r) = a^cosx-f-atf'cosSx-r-a? * cos5x-f-3f * cosyx+etc, 

il s'ensuit que les trois formules précédentes pourront être présentées sous 
cette forme très simple : 

(.6) ^(Sj)-®*^. 

iaç). Outre les formules des deux articles précédens, on doit encore à 
M. Jacobi la formule suivante : 

f . x , . 3x , . 5x s . 7* . .. • 9* 1 

jtani: 1 .//!- — )= ■ _ g —— — — ' 

'17)/ W ' cosl—qc M ^-q>co*^ + q'c M ¥+ q >° cos 2L-et c . 

s'io | x{ 1 + iq cos x + <?»)( 1 — 2q' co« x 4- <y*)( 1 -f- 2<7 3 coi * -f- q s ) etc. 
cos£x(i — *qcMx + q*){i + aq*cosx + q%i — 29* cos x + 9') etc.' 

que nous allons démontrer. 
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Supposons — = îF(A, ^) = F(A, <r), nous aurons, par les formules 

de la duplication des fonctions, ta og j Q = &v tango 1 ; en même temps, si 
l'on met à la place de x, daus les formules de l'art. 137, on aura 

, _ /_i V >in î J — «7* »inî x-f aingx — (7"$in|x-t-etc. 

b ~~ U7 * cosi x + 9 »cos $x + < 7 «co S *x + 9 - sin i x+etc » 

(k'Y 1 2 ' C0 * * 2 '* 009 2X cos 3x >+* etc. 

~ * 1 — 29 oo» x -f- aç* cos ax — 2ç* cos 3x -j- etc." 

Multipliant ces deux équations, on aura la valeur de tangffA?, ou celle 

de tangi^ > ma ' s ' e produit ainsi trouvé n'est pas réduit à la forme 

la plus simple dont il est susceptible. 
Par les formules de l'art. 128, on a 

Mettant jx à la place de x, le premier membre deviendra Aftanga ou 
tangv<p; on aura donc 



a \a 1 a/ 



i3o. Maintenant, il faut faire voir qu'on peut mettre sous une forme 
plus simple le produit désigné par Ai0(x4" £ ir)- Or, en combinant les 
formules de l'art. 128 avec celles de l'art. 127, et faisant 

on a ces quatre nouvelles expressions : 

/ e* = C ( 1 — a^cosaj:+<7*)(i — zq'conx+q* )( 1 — a^eosax -f q lo )etc. , 

j As c=27«C»inx(i— a^'cosax+ç'X 1 — aç^cosax-J-^'Xi— 2g e cosa*+ç'*)clc, 

( 1 9 M e(x4- » =C ( 1 +2(7cosa*+o»)( 1 + ar^cosax+o'X > +2? s co«a*4 9")etc. , 

(a(x+ iir) = a<7* Ccosx(i 4 2q*co»2x+90( I + 2 <? 4co *"+ < 7')( l + 2< ? s <» s2 *+9 , ')« tc - 
Faisaul doue de nouveau é* = V, pour décomposer les facteurs trinômes, 
chacun en deux facteurs binômes, on aura 

Ai0(x + 1t)= 27* C* .^P , 
y/VWV v-^ ,+ * V .«-tyV- .i-^V .i+/V .etc., 
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MetloDS, dans cette dernière équation, Vi/(-^) à la place de V, nous 



7iW^— fl+^yM 1 — ** V * .i— 1*V .i-f^V .etc. 
M * V — VJ— Vv |/C— i — V— . i-f-y V— . i— t*V— . i -4-t»V— . etc. 

Donc, Z(V)p=— VVC-^-ZOV^y). Supposons que la valeur déve- 
loppée de Z(V) soit 

ZÇV) = <V»-T-) + É(V'— Vr*) + >(T»-V-) -f- etc. , 

on 



Multipliant de part et d'autre par — >V(— y), on aura celte seconde 
expression de Z(V) 

( aV + «?V S — tyV* + >y*V T — etc. 
Z(V) = j - *V- +£V- - etc. 

Comparant les deux valeurs de Z(V), on aura, par les puissances posi- 
tives de "V, comme par les puissances négatives, les mêmes équations de 
condition , savoir, 

£ = > — — tuf , = — £ = «7", etc., 
et par conséquent 

Z(V)x=:«[V'— V--h7(V s — V-«)-^(V»— V-V-^'CV'— ▼-»)+«"•(¥«_ V"»)+cta]. 

Dans cette expression, les puissances de q ont pour exposans la suite des 
nombres triangulaires, et ces puissances offrent alternativement deux termes 
positifs et deux négatifs. 

i3i. D'après ce résultat, on a la formule générale 

(ao) A*e(x + J ») = M(sinx + q sio 3* — «ia5* — <f sin 7* + q n tin 9* rf etc.) , 

dans laquelle mettant x-r-{w à la place de x, et observant que 
©(x-f- w) = 0x, on trouve cette autre formule 

A(jf-4-s*)ôJf=M (cosx — 900*3* — ç 3 co*5* + 9*co»7* + 9 ,, co$9» — etc.). 

Si l'on met £x au lieu de x, dans ces deux formules, et qu'on divise 

Tune par l'autre, on aura la première expression de tang \aQ-—^, 

Tome III. 14 
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donnée dans l'art. iao,. Quant à la seconde expression, elle résulte im- 
médiatement des valeurs de A £ x 0 -f- ^) et A ■+• ^ 0 £ or , déve- 
loppées en facteurs trinômes, d'après les équations (19). Noua ferons 
voir ci -après comment on détermine le coefficient M qui entre dans 
ces formules. 
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§ IV. De quelques séries dont les sommes peuvent être 
déterminées par les fonctions elliptiques. 

i3a. Avant d'aller plus loin, nous allons sommer différentes suites 
ordonnées suivant les puissances de q\ elles offrent des résultats très re- 
marquables, qui se réuniront a ceux que nous avons déjà obtenus (art. tai 
et 1 34) > et a ccux que nou » donnerons ci-après , dans le $ VII. 

Si l'on fait a: = o, ou seulement x infiniment petit, dans les équations 
(i3) et (17), on aura les quatre formules suivantes: 

! i 1 % 4g 

K*' ^1 — 3<y»4- 5<y* — 79* 4 etc. 
* 1—29 4 29+ — «98+ af' 8 — etc. 

1 1 s .iS àl 
• /*_V <7 4 4<r4<7*4 9* 4- etc. 
7 W ~~ 1 — + — a 9 9 +3<? '6_etc. 
/1 y_ ' 4 »9 4 ag 4 4- a?» -f 29'* -H e*c- 
W/ 1 — 29429* — 29 > 4 3g 16 — etc. 
aK 1 4-3^ — S9 3 -- 79" 4 99" +ni?' > ~i 3g" — etc. 
' ~~ 1 _9-9»+ 9 « + V°-^-^' + etc. 

où l'on voit six séries différentes dont il faut trouver les sommes sépa- 
rément. 

1 33. Soit IT (k) la fonction inconnue de k , par laquelle doit être ex- 
primée la suite 1 4- 37 -f- 37* -f- 27» +37** 4- etc. j la troisième des équa- 
tions (ai) donnera 1 — 37+37* — 37»4-etc. =(#)*n(ifc) , et par con- 
séquent 

+ *9* + 27" 4- etc. = -^-±££ n(A) ; 

or, en mettant 7* au lieu de 7, ou A, au lieu de k, dans l'équation 
supposée 1 4- 3<7 4- V 4- 3< 7' 4- etc. == n(A) , on a 

1 4- a/ 4- a7 i« 4. ^« 4. etc. = n(A,). 

D'un autre côté, puisqu'on suppose que k, k, k, , sont trois termes con- 
sécutifs dans l'échelle dont l'indice est 3, on a, par la propriété de cette 

échelle, K =±=( x + h)B = ( 1 4- A) ( . + A,)H, = ^ . H| 

= H,i donc ' V / H, = --^^- j/K; de là et de l'équation 

n(k t ) = l±^ln{k), on tire 

n(h,)_ n(A) 

14.. 
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Le premier membre est la même fonction de y 4 que le second de q ; doue, 

^ est uue quantité constante. Or, lorsque k=o, on a 7=0, K=±w 

et n(A)= 1 ; donc la constante = y^r^ et P"" conséquent Il(*)= ^/ (~y 
Donc on a la formule 

1 4- *9 + 27*+ ay»-t- ay' 1 + etc. = y/ , 

au moyen de laquelle on eu trouve plusieurs autres, telles que les sui- 
vantes : 

1 — 37 -f- ay* — 27» -f- a?'* — ay**-f- etc.= y/(j~)> 

■+^+ + ^ + ^ -f- etC. = ^' y/(£), 

+ + + elc ' = ^V / C*)> 

7*-+- 7 4 + f * 4- 9 4 + «»«■ = \/(^J > 

j 1 

V 1 - 3? 4 + 5^ - y?? + etc. = (§)* (aW)* , 
1 - 3ç' 4- V - 77" + etc. = 9' * (£) 5 (a^)% 
• + f + ^ + r + etc.» f"* y/^). 

De ces deux dernières on déduira, en mettant 7* à la place de 7, ou A, à la 
place de Ar, et réduisant, les deux suivantes : 

1+ 9+ 9*4- /+ 9" + ^ ,8 + ete. = 7" i y/(^) > 

1 — 3?-f- 5?» — 7?« -fr- g?" — 1 1 9 xi 4- etc. = 9' * (*)\ atfA*. 

On voit maintenant, par ln valeur de la suite 1 -f-^-f-y'-f- etc., com- 
ment a été trouvé ci-dessus le coefficient À,, d'où l'on déduit le coef- 
ficient 

le même qui entre dans les valeurs des fonctions <èx et hx développées en 
facteurs trinômes (Eq. 19). 

1 34* Pour déterminer le coefficient M dans la valeur de Ajt0(jc 4* ï^)* 
art. i3i, soit x= * on aura 
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Or ou a 



donc 
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AjO?f =»£L(iH-f + + + f + etc). 

=aVc(«+^)(»-t-^)(i-f-y"),etc., 
= C ( 1 + f) (1 + ?«) ( 1 + j ■•) , etc. , 



Aoso, 



i35. Pour trouver d'autres formules, nous réunirons d'abord ici quel- 
ques-unes des principales valeurs des fonctions 0x et Ax : 

(«i=v/(?)> 

à quoi il faut ajouter qu'en supposant x infiniment petit, on a 

ces valeurs se déduisent facilement des formules déjà démontrées. 

Cela posé, si l'on fait x = o dans les équations (19) et (ao), on en 
déduira 

i + 3y — 57» — 7 f« + 97" -4-119" — etc. = > 
l— ?-?» + ?« + 7"-?' 5 -?"+etc. = 



Si dans ces deux dernières formules on met 9* au lieu de y , et h au lieu de 
A, on en déduira 

'H-V-5 7 »- 7 ^-4-^ + ii^-etc.=fi(,+A')(î) 5 y(^VA'), 

1- r- f+ r+ r- fë)*^ 

i36. Nous joignons ici le tableau des diverses formules que uous venons 
de trouver, et de quelques autres qu'on peut aisément en déduire par le 
procédé indiqué art. ia3. 



i ï o FCMSCTIONS ELLIPTIQUES , 

i + 2? +. V -Ha?» +2?" -f- etc. = ^/(^) , 
1 —27 4- a?* — 27*4- a?' 6 — etc. = ^/Ç^-)* 

y* + + ^ + <?*> +^ s>î= i^\/(^)* 

, + a 9 » + 37 « 4. aç* + ^3. + _ (, , 

1 — 27* + V — a?' 1 -f- ay 1 ' — etc. = y/(^ V**) ' 
, - a ^ -f- 27" - 2?" 4- - elc. = ^(f) . ^A/) , 

7* + r + 7* + +ac.= v /(~), 

1 + ?' + 9' + V 4-etc.=^ i v /(^), 
+ 7 ? + y V + r +etc.= iy/[|(i— 
^ « 4- 7 1 + ? s + 7 e + ?" + = 

- r - 7' + ? s + 9" -etc. = 9-'^ V/M'), 

- f - l - + y" + r = V©' ^) ' 

— 3f + 5?» — 7/ H- 97" — elc. = *9-*(£)k't/k y 

— 3v'4-5/— 79" -+• — etc. =^ i (|) , (3** / )*, 

-3/4- 5 7 »- 7^ + gf«. _ etc. « f-*(|y . 

y - 3f + 5f - 77" 4-ctc. = i^i'(5y[(i4-*')V*'] i , 

I+ 3y — V— 7?« +9?'M- 1 i? ,s — etc. = )S 

,+3f--5y'- 7 ?"+9y+ 1 etc. « r(i+^*)ty(^V*'), 
etc. , etc. 

iVof*. La différentiation de ces formules en produirait une infinité 
d'autres, par la substitution ^ = — jj^i- 
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DEUXIÈME SUPPLEMENT. 1 1 • 

$ V. Usage de ces formules pour diverses sortes 

d'approximations . 

1Z7. Si l'on connaît le rapport de» deux fonctions complètes K' et K, 

K' 

et qu'on appelle a ce rapport = j-,on connaîtra immédiatement la cons- 
tante «7= e~«», donl le log. hyp. = — am. Cela posé, il sera facile de cal- 
culer, avec tel degré d'approximation qu'on voudra, la fonction K au moyen 
de la formule 

K = \ ( 1 + a? -f- aq* -f- af» + + etc. )• ; 

elle sera toujours très convergente si l'on désigne par k le plus petit des 
deux modules complémentaires k et ou par K. la plus petite des deux 
fonctions complètes K, K', qui répondent à ces deux modules. Par ce 
moyen, la quantité q sera plus petite que -yy, et la série précédente, bornée 

à ses quatre premiers termes , savoir K. = * ( 1 -f- iq -f- ay 4 + iq*Y 5 suffira 

pour donner la valeur de K, exacte jusqu'à ao décimales au moins. Connais- 
sant K, on connaîtra en même temps K' = «K. 

i38. Dans le même cas où q est donné immédiatement, on trouvera les 
modules k et k par les formules suivantes, qu'on choisira à volonté, 

,» i — ag 4- ay< — ay»-f-ay' 6 — etc. 

* 1 +ay + ajr*-Myï + ay'« + etc. ' 

, - +g s +? " +y'° + ctc ) 

*" 1 + 2? -f- ay»+2^9 4- 2y"**f. elc. ' 

(*4) / i/A' — ' — a?'4-ag , — ay"-f V* — etc. 
v ^ \ K 1 -r- ay -f- 27* -r- 2 î' + ay' 1 ■+■ etc. * 

i># _ i—g — ? 3 -rV-Hg'° — g' 5 — g" + etc 

K ~~ i+î + î ï + ï 6 + î' 8 + 9' 5 + ?'* + etc* 

t/f't/^~/,ï i+y , + g , + g" + g-+etc. 
V(lVk)=q . ,+ g ,+y» + g « + g r. + etc. ■ 

La comparaison des valeurs de j y/k et vTi/^ donne cette propriété 
générale, qui mérite d'être remarquée : 

0-MY+î*+9 ,c +etc. )* = (i-»- ? , +î«+y , *+î ï '+etc) (i+a?+oy<+*î»+*tc.)- 
On trouvera de même , par la comparaison des valeurs de y/k' et {/k 1 , celte 
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équation , 

(z-a^+V-V + etcO'-Ci-aj+a^-aî' + ^Ci+ay+^+a^+elc.). 

139. Supposons maintenant qu'on veuille calculer les valeurs de 7 par 
le moyen du module donné k et de son complément li\ nous prendrons 
pour cet effet, dans le tableau général, l'équation 

ay + + -H»-!- etc.) . _ i — Vk' 
1 + iq> 4- a^ + a^-J-etc 1 + 

Adoptant pour un moment la notation usitée dans la première échelle, 
nous substituerons c à A et b à tf, ce qui donnera 'T^w = 1 T ; 

Donc 

afQ+g' + ^ + etc.) = ^ / i^A-N , 



Mettant 7' à la place de 7, il faudra mettre c -00 à la place de c** , parce 
qu'on avance ainsi d'un rang dans l'échelle c, c*, c°°, etc. ; on aura donc 

^(i-r-r+^-l-etçO^ 
, 4. a? » + ay 3»-j- 2î »* + etc. v c ' 

Avançant encore d'un rang, on aura 

V (i+^ + etc) 
, 4. aj « + ay«» + etc. ~~ y ' 

Cela posé, on aura, aux quantités près de l'ordre 7*, 

<7 = t l/ 6 **; et plus exactement, y = (1 + 37*) f |/c°°. 

On aura de même, aux quantités près de l'ordre g', 



<7*=ï i/c*~; et pl«s exactement, ? = (i -f-f*) x/îv/c 000 . 
On aura encore, aux quantités près de l'ordre q", 

4 

f* = it/c* ,M , et plus exactement, y=r(i-£-iy'«) Vil/*""» 
ainsi de suite. Donc enfin , 7 est égal au dernier terme de la suite 

Et parce que la suite c°°, c—, c~* , etc., est telle , qu'au bout d'un très petit 
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DEUXIÈME SUPPLÉMENT. n3 
nombre de termes , on aura c*+', on voit que Vil/o" sera égal 

à y^i^/c^+'. On voit aussi que la valeur désignée par q = Vï V/c» avant 
que &* ait atteint la limite , sera eu erreur d'une quantité que l'on corrigera 
par la formule 

m étant 

La formule rigoureuse est 



désignant le /*""" terme de la suite c*°, etc. 
Nous supposons toujours , pour la facilité des calculs d'approximation , 
que le module k ou c est plus petit que son complément k 1 ou &, c'est-à- 
dire qu'il est plus petit que sin 45". Alors la suite des modules c*, c°% 
c***, etc., calculée d'après les préceptes donnés dans le tome 11, conduira 

promptement au terme qu'il est inutile de dépasser. On obtiendra donc 
ainsi la valeur de q avec tel degré d'approximation qu'on voudra. 

140. La quantité 7 est exprimée, suivant les dénominations de l'ancienne 

échelle, par e F ' c ; changeant à la fois c en b et b en c, et appelant r la 

_ irF'e 

nouvelle valeur de 7, savoir r=e F '*, ce qui donne log^ Iog£ =**, on 
aura scmblablement 



1 + ar<" ar'" zr 3 *" ■+■ etc. 

en désignant par V le terme de la suite décroissante b', b' } b m , etc., et 

supposant n=a ,—a . 

Et puisque dans la limite fixée, on peut supposer 



m 



9 = S/,(W<^) elr=V(Wn ou C=4 7 « et 6* =4,- 

on aura 

,4,4 . 

ce qui s'accorde avec l'équation de l'art. 80, tome 1. 

i4i - Si l'on désigne de nouveau par k*, k", k"% etc., la suite des mc- 
Tome III. »5 
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dules décrœasans qui se déduisent du module donné k f suivant la loi 
propre à la première échelle, nous supposerons, pour fixer les idées, que 
lient lieu de la limite , en sorte qu'on ait, d'une manière suffisamment 

approebée, qz=.\/{~ \/k 90, ) = Vy-j-J- 

Cela posé, si k et h sont deux termes consécutifs d'une échelle dont 
l'indice est n, on aura semblablement, ou même à plus forte raison,. . . . 

9" = V (-j) î donc 

« t = (t)" 

Telle est l'équation algébrique très simple qui suppléera , au moins ap- 
proximativement, à l'équation des modules pour l'indice n. En effet, si, du 
module douné A, on veut déduire le module suivant h, on calculera d'abord 
ce qui se fera par de simples extractions de racines quarrées. £ 0M étant 

-j-j . Ensuite on trouvera le 

module cherché h par les équations successives 

on connaît d'ailleurs les moyens les plus simples d'appliquer à ce» formules 
le calcul logarithmique, pour obtenir plus promplement les résultats. 

11 en serait de même si l'on voulait calculer le module k t qui précède 
k y ce qui se ferait comme si Ton voulait déterminer k par h j et le degré 
d'exactitude de ces solutions pourra toujours être fixé à volonté, puisque 

si la formule q = y/ —ç n'avait pas la précision suffisante , on pourrait 

prendre l'une des suivantes, q = V(^p)> 1~ ^ C~J~)> elc ' » P ar ,es * 
quelles l'erreur est bientôt réduite au-dessous de toute limite donnée. 

i4a. On pourrait faire usage des formules (a3) pour déduire du module 
donné k, ou de son complément k\ la valeur de la fonction complète K, 
jusqu'à un degré de précision déterminé, sans connaître préalablement la 
valeur de q. On trouverait, par exemple, en négligeant les quantités de 
l'ordre q*, 

K — ** 
et en négligeant seulement les quantités de l'ordre y", 
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k __ _ «• 

[ V Q^) + V [i (« + * ) V*> J 

Mais plus ces formules acquièrent de précision, plus elles se rapprochent 
de la formule la plus simple de toutes, qui , dans les termes de l'ancienne 
échelle, est 

F ' c =i* / (i A ° ieo68t, -0' 



de sorte qu'il devient inutile de pousser plus loin la recherche des formules 
d'approximation. Nous saisirons seulement celte occasion de faire voir que 
la valeur de la fonction complète E'c, telle que nous l'avons donnée page 1 14 
du tome I, est facile à déduire de celle de F'c. 

En eflèt, si l'on prend la différentielle logarithmique de la formule pré- 
cédente) on aura 

„' . la ai/A i dl° , c°db , 
mais l equaUon b° = donne s j . j^- ; de même on a 

lF3c~ * ' ~F3c = £ c * c " * Tdë > elc ' Le secon ^ membre de notre équation 
devient donc 

— — £cV — $ fà-f- — etc.); 

et parce que — -^=— , on en déduit 

j^ss i — i c°— ^cV»~etc.)= i — \Cc*(i -f- + h etc.) 

Cette quantité eat ce que nous avons nommé Lj ainsi l'on aura E'c=LF'c. 



i5.. 
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§ VI. Diverses propriétés des fonctions ®(q, x) et \(q, x). 

i43. Ces fonctions, qu'on peut considérer en elles-mêmes et sans aucun 
rapport aux fonctions elliptiques, ont été considérées jusqu'ici comme se 
rattachant, par leurs deux élémens q et j, k la fonction de première 
espèce F (A, ç). La constante q est une fonction du module A, déterminée 

par la formule ? = e K ,-ou log? = — îg-, K et K' étant les fonctions 

complètes relatives aux modules complémentaires A et k! 'j la variable x 
est la même chose que l'arc circulaire designé par ♦ dans l'art. 69, tom. I ; 
car, suivant cet article, la fonction F(k, <p) est exprimée par la formule 
F'k 2K 

F(A, $) = —.* = — *j et d'autre part, nous avons supposé, dans les 
calculs précédens , F(k , <p) = . 

Pour développer les propriétés principales de ces deux fonctions, nous 
allons d'abord les considérer comme représentant les deux séries suivantes : 

0x = 1 — 2<7cosaxH- 2q* cos/^x— aq* cos&c-J-29 ,8 cos8.t — etc., 
Ax = 37 1 sinx — iq 1 sin3x + aq * sin5x — etc. , 

où l'on voit que les exposans de q sont, d'une part, les quarrés des nombres 
naturels, et d'autre part, les quarrés des nombres impairs divisés par a. 
L'inspection de ces suites suffit pour établir les propriétés suivantes ; 



(»7) 



0x = 0( — x), 
0(tt — x) = 0x, 

®{7T -\-x)— 0X , 

( 0(i7r-hx) = 0(i7r— x), 



Ax = — A( — x) , 
A(w — x) = Ax , 
A(tt -f- x) = — Ax , 
A(i7r+x) = A(^-x), 



et nous rappellerons ici les valeurs que prennent ces fonctions , dans les 
trois cas x = o, xzss^tt, x — \ , n : 



k=v/(?)> 



Ao: 



a i=v/(t)-v / (^V*'). 



Ces expressions se rapportent à la quantité q ou au module h\ pour avoir 
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les expressions analogues qui se rapportent à la quantité r ou au module , 
il suffirait de mettre h! et R' à la. place de k et K, et réciproquement. ' 

"44- Si Pon met x + {ir au lieu de x, ou aura, comme ci-dessus 
les deux nouvelles formules : 

0(i?r-f-*) = i + aycosax-f 37*0054x4-37» cos6x 4- etc. f 
A(;»+x) = a^cosx 4- a^«cos3x -f- a^cos5x + etc. 
Maintenant, de ces quatre formules on en peut déduire plusieurs autres 
où il conviendra de rétablir la désignation ©(7, x) à la place de 0x' 
lorsque 7 ne sera pas la même constante, dans les diverses fonctions que 
l'on compare. 

On aura d'abord l'équation 

î©(7> *)-t-ï©(7> = » + 2/cos 4x + a?" cos 8* -|- etc., 

dans laquelle le second membre peut être représenté par ax-f-i^r), 
ce qui donne la formule 

©(7, .r) 4-0(7, *4-îW)=3©fa«, ax + i»), 

où Ton peut observer que le passage de la constante 7 à q* répond à ce- 
lui du module k au module h, , placé deux rangs après k dans l'échelle 
*, h y h, ... , dont l'indice est a. Cette formule peut être mise sous ces 
deux autres formes 

Ainsi, on peut exprimer toute fonction 0(y, x) par deux autres fonc- 
tions semblables, où 7 est remplacé par 7*, et qui se rapportent par con- 
séquent à un module *„ supérieur de deux rangs au module A, dans 
l'échelle dont l'indice est a. 

i45. Les mêmes équations donnent 

i0(7, ar+ \w) — £©(7, x) = 370053x4- 37» cos6x -f- 37*003 10x4- etc . 
Mais on a 

A fa> * + ï *0 =37 i4 cosx 4-a7*cos 3x4- 37^005 Sx 4- elc ; 

donc, 

©(7, x4-t^) — 0(7, *) = aA(7*, 2x4-^), 
équation qui peut être mise sous ces deux autres formes : 
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< o; (Afo, x) = *efo* f i*+$*)-ie(ys ix-i»). 

Ainsi la fonction A(y, x), rapportée au module s'exprimera d' 
manière linéaire, par deux fonctions 0 rapportées au module Une 
Idable réduction peut être faite en sens inverse, pour les fonctions 0, au 
moyen de la formule 

(3.) 0( 7 , x) = ©(/, ï-a^-A^, \-vc). 

146. Il y a d'autres formules par lesquelles on peut déduire la fonction 
A de la fonction 0, et réciproquement, sans changer de module ou en 
conservant la même constante q. 

En effet , on a les équations 

/(i-^sin^)^^^-^; 

d'où l'on tire 

a'x -h A/A* (x -f- i v) = A©»x , 
0«x — AA'x = *'0» (x + i *). 

Ainsi la fonction 0 peut se déduire de A par la formule 

(3a) G*=i/Qa'x + jA«(* 

et rériproquement, A peut se déduire de 0 par la formule 

(33) Ax = v/Q0-x-^0'(x + ^)]. 

Une table calculée pour les fonctions 0 (q, x), selon les diverses valeurs 
de q et de x, servirait donc à en former une semblable pour les fonctions 
A (q, x), et réciproquement. 

Tenons maintenant aux propriétés des mêmes fonctions , qui résultent 
de leur développement en uDe infinité de facteurs trinômes. 

147. Nous avons trouvé ci-dessus les formules 

0(7, x) = C(i— afeosax-f-?') ( i —iq'ccxzx-hq*) (i—rfconx+q") etc., 

A (q, x)» a^Csinx(i— ay'cosax-f-^X 1 — a^cosax^VX'— Vcos^-H?") elc » 
où l'ona 

C =*~*(*)W)*- 
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Chaque facteur de A (q, jt), désigné par i — iq* m cos ix -\- y 4 ", se dé- 
compose en deux autres i — 37" cos x-{- q**, 1 + 37" cos a? -f* y 1 ", de 
sorte qu'on aura 

kta x\ — C La */ ,in »*( I — ajooix + ^Xi— ay l eosx + 9«)(^V OM * + 9 < ) et e-> 

mais en mettant q 1 à la place de q, et \ x à la place de a: , on a 

A , î*) = C . ayî stn £ * ( 1 — ay cosx + y»)( i — a 2 » cos x -f ? <) ( 1 — a^coi x +y s ) etc. , 
* (î *, i»— 5*) — C . a ? « cos i x ( 1 + a 7 cos* + 1 +ay* cos * + q*){ » + V© 0 » * +9*) etc. 
Donc 

A (7, x) = £ A (7*, 1 *) A * ir - * *). 

i_ 

La constante C est ce que devient C lorsque q se change en 7*, ce qui 
change en même temps A;, A', K. en k ti k\, K,, A, étant le module qui 
précède k dans l'échelle dont l'indice est 2. On aura donc. 

C'= q'^Ç-)' (a*,*/)*, ou en substituant les valeurs K, = (i + A:) K; 

*. = 2 ^ ^ = f^. C-^g^C.tt'/ri Delà 

^ = ^~.^ *=^-- = D. D'après cette valeur de D, on aura ht 
formule 

(34) . A (q, x) = D A (y* * *) A * 9- - i x) 5 
on trouverait de la même manière 

(35) e&,*)=TO(ï*i*)e<^i*-**). 

Les fonctions © et A, qui se rapportent à la quantité 7 ou au module k } 
peuvent donc être exprimées chacune par des fonctions semblables qui se 

rapportent h la quantité q i 1 ou au module k, qui précède k dans l'échelle 
dont l'indice est 3. 

148. Pour parvenir à d'autres formules, prenons à volonté les fonctions 
F(*, F(A, 4) et les variables correspondantes xvtjr, telles qu'on 
ait 

Désignons de plus par fi et 1 les amplitudes qui satisfont aux équations 
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^±^ = F(*,^) = F(A,?) + F(A, 4), 
a - 5 ^ 2 = F <*, ' ) = F (* , f) - F (A , 4 ), 
nous aurons par les formules connues 

«in « c!« . rin*»~rin'4. 

sin u, mu k =: .. . . . . , , 

_ cos»»co^^-r».i P '»tin'4 

COS ^ COSr - .-WfsirtS, 

Substituant les valeurs 

et les valeurs semblables des autres sinus et cosinus, on aura les deux 
équations 

A + A (g — y) A'x<^r — A«ye 'x 

e (* + j') © (* — /) e'xe'y — A'xA*y * 

* A (x 4- + î w) A (x — .y + t _ V (x + 1 >) A' Çy + j >) — A'xA'.y 

i" e(x+y)e(x — — e'x©> — a-xa> 

Dans les premiers membres de ces deux équations, on connaît les facteurs 
trinômes des deux termes de chaque fraction ; et par l'expression générale 
de ces facteurs, on trouve aisément que chaque fraction est irréductible. 
11 en sera de même des deux fractions qui composent les seconds membres; 
car, supposons, par exemple, que le dénominateur &*x&jr — A^xA^" 
ait pour facteur^ — « ; si le numérateur A'xG^ — A*yQ*x avait le même 
facteur, il faudrait qu'on eût tout-à -la-fois e\r = 6'A*xet A'xss^'x, 

en faisant 4 = — ; ces deux conditions ne s'accordent qu'en supposant 

i = ± i ; mais alors on aurait ©Vr = A*x, équation impossible dans tous 

les cas , puisqu'on a généralement ~ = k» sin f , et par conséquent 

fi*x<^t&*x. Si l'on supposait, en second lieu, que le facteur commun aux 
deux termes de la fraction est une fonction de x et j, désignée par J 'ij), 
alors, en donnant à x une valeur déterminée C , l'équation f(x,jr)=^o 
serait satisfaite par une valeur aussi déterminée et l'on retomberait 

dans le cas démontré impossible 

i4g- Cela posé, on ne peut satisfaire à nos deux équations que par le sys- 
tème des trois équations suivantes, dans lesquelles A est supposé constant : 
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DEUXIÈME SUPPLÉMENT. " , 3t 

i A ®{x-\-y)<~){x —y) = G'jrQy — AVrA '/ , 

AA(*-f/H- i^)A(x— = A«(x-f-^r)A'(/+»— AVtAy. 

Pour déterminer A, nous supposerons, i°. dans la première équation, 
<x = o ct^ = o; a 0 , dans la deuxième, y = o; 3°. dans la troisième, 
x = o eljrsso. Ces trois suppositions donneront également pour ré- 
sultat A=0»o = — . 

i5o. Au moyen de l'équation (34), on peut donner à la seconde des 
équations (36) la forme suivante, en observant que AD'œ i , 

- *(f 4 . s±9*(f * . ^'(t* . "-^X* 4 . ==±!> 

Le premier membre de celle-ci est composé des deux facteurs Ar0j AjQjc 

et Ax0f -f- Aj®x. Quant au second membre, on peut essayer différentes 
manières de le décomposer en deux facteurs qui répondent "aux deux pré- 
céder j mais la seule combinaison admissible est la suivante : 

(37) | A( *' X)&( *' y) ~ A(q ' y)@(q ' X > = A (^» ? f ) A (g'' r "Pp» 
x)©(y, : y)+A(y^)0( î , *)=a(/, *^ A (y= , *=2±n ? 

où Ton voit que les deux équations se déduisent l'une de l'autre, en chan- 
geant simplement le signe de j. 

Si, dans la seconde, on fait J=x, on aura 

2A( 9f x)0(7, x) = A (y\ f) A(?% x). 
Or, de la valeur A = on déduit A (y*, î) = t/f^M 

a( 7 , *)©( 7 , x) =(^y , A( 9 s ^. 

Cette formule, la plus remarquable de celles que nous venons de rassem- 
bler, offre le moyen de déterminer très simplement la fonction 0(y x) 
en supposant connues les fonctions A , puisqu'elle donne 

(38) e( 7 ,x) = (5.^y.iî£%). 
Tome III. l6 
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Au reste, on peut démontrer cette formule d'une manière directe , qui ser- 
vira de vérification aux calculs précédens. 
En effet, on a 

A(q , x)=C.2jïsinx(i — ay*co$ar- r -^)(i — a^coiax-f-y'Xi — i^coaax+f") etc. , 
ACjfS, x) = C.ayï»inx(i — ay co»ax+y*)(i — *yN»*a ï+^X» — *q'cosi r-J-? 8 ) etc. 

Et puisque tous les facteurs trinômes de A(y , x) sont compris parmi les 
facteurs trinômes de A(y ï , x), il s'ensuit qu'on aura 

A( -î i ' îl=£L ayoM2x + y*)(i — ay'cMax-fVX 1 — a? s co«ax+ g") etc. 

•M? > x ) ^ 

Ainsi, pour que l'équation (38) ait lieu, il reste seulement à démontrer 

qu'on a C = £ </~ s (^^~~) i or, c'est ce qui résulte des valeurs connues 
de C et C. 

1 5 1 . D'autres combinaisons des formules déjà démontrées conduiraient 
à de nouvelles formules, dont l'application peut être utile. Prenons, par 
exemple, dans les art. 128 et 129, les deux formules 

«n«— f'YiH _ + 

»**—\Jk) £ï> lan6i *-£ïx7(ï7+7x)i 

puisqu'on a sin? = ^àMtàUxùon des valeurs précédentes 

donnera la nouvelle équation 

©x A';xe'(ir+-i) + fe'i lA .(_; ir + i x) > 

dans laquelle toutes les fonction} 0 et A se rapportent à une même va- 
leur de q. Maintenant, pour réduire le numérateur du second membre, 
mettons 7* à la place de q } daus les équations (34) et (35); ces équa- 
tions deviendront 

A (f,xï = D'A ( 7 ,\x) A (7,i*-i*) 
0 [q\x) = iyefo,i*)0fa,>_tr), 

1 

et la valeur de se déduira de celle de D = (^')~ ' en niellant h à la 
place de k, ce qui donnera D's= Q^-) "= Q^- \/t' ) *. 
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Multipliant ces deux équations, et observant qu'on a ©(yW — 
= 0(iff + Jx) et A — ji) = A(ï^+ g x), le produit sera 

A(f,**)e<y f ix) A(y,i* + ^)e(y,i* + t«) 

= (ï7> A (f»*) 0 (f '> *) = ' A *) 0 ^ *)• 

Mab par l'équation (38) on a, en mettant ^ à la place de q et /* au lieu 
de k t 

A fo.,*) 0 (f,x) = A ( 7 ,x) = (gf A 

donc le second membre de l'équation précédente se réduit à 

A fax). 

Cela posé, l'équation que nous voulons réduire deviendra 

- 

~(^) :0 ' = A^x0'C^H-ix)- r .0-;xA»(^H-ir); 
mab par les équations (3a) et (33), on a 

A^*©« + A- (*» + **)=£;©<** — A«i*). 

Donc enfin si l'on fait C* = 0'o= (^7-)"» ° n aura 

(3 9 ) C" 0x = 0* i x — A* i x, 

équation dans laquelle les fonctions sont rapportées au même module k, 
ou à une même valeur de q. Celte équation serait utile dans la construc- 
tion d'une table des fonctions*©x et Ax , puisqu'elle servirait à déterminer 
la fonction 0x par deux autres fonctions rapportées à une variable plus 
petite î x. 11 est possible aussi d'obtenir un semblable résultat pour les fonc- 
tions Ax. 

■ 5a. En eftet, si dans l'équation 

©x i-j-tang 1 ;? » 

on substitue la valeur de lang - a et qu'on ait égard au résultat précédent, 
on aura cette nouvelle formule, 



A (>_,)= (p) . L LJLZ Jfe =!. 

iG. . 



i a4 FONCTIONS ELLIPTIQUES , 

combinant celte équation avec l'équation (39) et avec l'équation (3a) mise 

sous la forme 

A*x=A0*x— •k'A'Ci tt—x), 

on voit la possibilité de calculer les fonctions 0x et Ax par le moyen des 
fonctions 0}x et A [or. Ces formules résolvent donc assez simplement le 
problème de la duplication de la variable dans les fonctions ®x et Ax. 
Réciproquement, on pourra résoudre algébriquement le problème inverse, 
qui consiste à déterminer x et A£x, par le moyen des fonctions' 0x 
et Ax: En effet , soit ©x = a, Ax= b , A (î ?r — x) = c, on déterminera c, 
au moyen de a et b, par l'équation (3a) , qui donne 

k'c* ss ka* — b\ 

Soit ensuite 0-=0elA-=A,on aura les deux équations à résoudre 

ou en faisant 6* = A*Z, 

A'(Z'— i) = C'tf, 

A.(z--? z+ .)=c<r)- 



De là résulte 



a—\/ («»— ~ ~ Z' — 1 ' 



ainsi l'on connaît Z et A, et par conséquent aussi 8 = Xy/Z. 

1 53. Il nous reste à déterminer les fonctions 0x et Ax pour de très petites 
valeurs de x. 

Pour cela nous développerons les valeurs de 0x et dc0(;W x), en 
négligeant les quantités de l'ordre x 4 , ce qui donnera 

0x =0o+4 x* (7— 4q* -|- 97» — 167" -+- etc.) , 
0 (x -H i v) = 0£tt — 4x« (7+ 4^ 4 4- 97 s + 167'» 4- etc.) 

Les suites qui multiplient 4«** ne sont point comprises parmi celles qui 
ont été déjà sommées ; elles pourraient cependant se déduire des deux pre- 
mières formules du tableau (a3), en les différentiaut par rapport à 7 ; mais 
on trouvera ci-après, § VII, les valeurs cherchées 



I 
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DEUXIÈME SUPPLÉMENT. i 3 3 
9 - W + 97 9 " i6f + elc. = g (. - 1) v/ (^) , 



Donc, si x est assez petit pour qu'on puisse négliger les quantités de l'ordre 
x*, on aura 

Pour avoir une semblable expression de Ax, sans être obligé de sommer 
nue suite que nous n'avons pas encore considérée, je reprends l'équation 

sin ç = d'où résulte Ax = k s 0x sin 0. Mais on a l'équalion 

~ = F (k , <p) , dans laquelle la supposition d'une amplitude <p très petite 

donne ~ = <p (i -f-| A'?»); de là résulte <p = ( i — £ *•$>') = 

-â^r et sm$> = <p (i — =--|_i —3^ (1 + k*) x'J. 

Substituant cette valeur et celle de ©x dans l'équation Ax = IF ©xsin <p, 
on aura 

«,) A ,= ( v K ) v w-[.+^(^-!)]. 

Ces formules supposent qu'on peut négliger les quantités de l'ordre K*x* , ou 
celles de l'ordre ^* par rapport à l'unité. Ainsi , si l'on veut qu'elles 
donnent dans les valeurs numériques dix figures exactes, il faudra que <p 
n'excède pas 10' 53", ou que la fonction F (A, ^) n'excède pas yf^ de la 
fonction complète K. 

i54- Considérons encore la formule 

©xs=C(i — aycosax-f-<7 , )(i — -xq % cosajr+y 6 )'i — î^.cosax-f-y' 0 ) etc., 

dans laquelle le second membre est composé d'une infinité de facteurs de 
la forme 1 — iq m cos ax -f- (7*", m étant un terme quelconque de la suite 
i,3,5,7, elc - 

On sait que la quantité 1 — 30 cos ax -f- a* peut être regardée comme 
l'un des n facteurs qui divisent la quantité i — 2/1" cos anx -f- a". Ces n 
facteurs sont 



1 



«S FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

I 2fl COS IX -f* l\ 

I 2fl COS ^2X-f- -f- fl '> 

I 2<Z COS -|-^4- û», 

1 — aa cos (ax + 2 ~- ?r) -f- a'. 
Si donc on fait le produit des n fonctions 

0*0 (x + :) © (x + =) 0 (x + S) . . . . 0 (x + ï=i ») , 

ce produit sera, égal à 

C"(i — 27"co&2nx-f-^*") (1 — 2y , "cos2/tr+^ 8 ") (1 — 27 5 "cosanx-f-7' M ) etc. 

Or, n étant un nombre impair à volonté, si Ton suppose que h est le mo- 
dule qui suit A dans l'échelle dont l'indice est n, la quantité qui est q pour 
le module k, sera 7" pour le module h , et la fonction 0 (7", nx) sera ainsi 
exprimée 

e (g a ,nx) =C'(i— ay'cosattr+f") (1— aj ! " cosan*-f j 6 ') (1— ay^cosan* +î ,0 ")etc, 

C étant ce que devient C lorsque k se change en h et y en <f. On aura 
donc la formule générale 

e( 7l *)e(7 > x+3e(^,*+i)..e(7,*+2=î î r)=^e(9-,«:) ; 

on aurait de même 

A (7, x) A (y, x H- A (9, A (7, a ' -f ^ A (7", /ix) ; 

car la démonstration relative à cette seconde formule ne diffère de la pré- 
cédente qu'à raison du facteur 3 sin x qui se trouve dans A (7, x). Or, 
en vertu de la formule connue 

2'sinxsin (x-f-^) sin(x + ^).. . sin (x -f- 7r) = a sin nx , 

la loi du produit général sera toujours la même. 

i55. Maintenant nous avons la formule k' sin A = ' ^ ont 

l'applicatiou répétée n fois donnera 
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DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 137 
^n^sin^^)^ 

0 (?,X) 0 (f, X -H];) 0 (<7, X -f- ^) . . . . 0 (f, X -f- î^^i 

Or, il résulte des formules précédentes que le second membre se réduit à 
, qui est la même chose que A 4 «in ^ (^). 
Donc , on aura enfin 

formule qui s'accorde avec celle du n' 10 du 1 er Supplément, et d'où l'on 
déduirait aisément l'équation des amplitudes marquée (3a) dans ce même 

Supplément. Une semblable analyse , appliquée à la valeur de cos A 

= (t) É A ^*ex conauirait a l'équation des amplitudes marquée (34). 

Nous remarquerons ici que c'est par l'application des formules du théo- 
rème II que nous sommes parvenus à exprimer les fonctions trigonomé- 
triques de l'amplitude par le moyen des deux fonctions 0 (y, x) , A (7, x) , 
et que réciproquement les propriétés de ces fonctions nous conduisent aux 
formules principales du théorème 1. Nous obtenons ainsi une confirmation 
très satisfaisante des deux théorèmes généraux qui renferment toute la 
théorie de la transformation des fonctions elliptiques de la première espèce. 



» aS FONCTIONS ELLIPTIQUES , 

§ VII. Nouvelle formule relative aux fonctions elliptiques 

de la seconde espèce. 

1 56. Nous avons fait voir que les (onctions Qx et Ax donnent les moyens 
d'exprimer les fonctions trigonométriques de l'amplitude qui répondent à 

une fonction donnée F<p = -— ; ces mêmes fonctions vont nous fournir de* 

formules nouvelles pour exprimer les fonctions de la seconde espèce , et 
même celles de la troisième. 

# - ©f x ■4- - &\ 

Reprenons pour cet effet l'équation A?= (k 1 )* ^ * , dont la diffé- 
rentielle logarithmique est 

— t % jtny cm Ç dp de (x -+■ \ w) des # 

i — ft* sin* Ç c/x, "~ © (* -f- g ») ©* ' 

si l'on y substitue la valeur = ~&$y qui résulte de l'équation =s ^ 



on aura 



Soit F£ une seconde fonction telle, qu'on ait 

FC=^(x + :7r)=F^-f-F'A:, 
on aura , par les propriétés connues , 

E'A H- Ef - EÇ = *• sin ? sin £ = i 

ri 

et si l'on fait i = g , E' désignant la fonction complète E'A: , on déduira de 
ces deux équations, 

— 'ir 1 - (b» -#•♦)-( e{ - «fo. 

Combinant ensuite ce résultat avec celui qu'a donné la différent iat ion, on 
trouve l'équation 

- (E* - «F*) - ^ = -(E<-iFO - e( , + wA , 

dans laquelle il importe de remarquer que les deux membres sont des fonc- 
tions semblables, l'une de x, l'autre de x + {*. 
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Nous conclurons de là que chaque membre est une quantité constante (*); 
et comme le premier membre s'évanouit en faisant x=o, et par suite, $=o> 
nous aurous généralement 

aK, /p -p . d&x 4? sin ar — 87* gin 4-g -t- iay»sinfer — etc. 
vH/ » v ™ "/ extir 1 — aycos2c + 25-«co$4r — a^scosBr+etc. * 

formule qui servira à déterminer la fonction de seconde espèce E<p , au 

moyen de la fonction de première espèce F<p = 

de sorte qu'on aura cette expression de Ep en fonction de x, 

Fi» F 1 X \ iW ? sin iT — tq\ «in 4r 4- 3</9 sin 6x — etc. 

(4 ; •i«-" r "K' 1 — a? cos ax + a ? 4co$4x— î^cosôj + etc.' 

On peut aussi remarquer que , dans cette formule, l'arc x est la même chose 
que la limite désignée par 0 (n* 69, tome 1) des arcs , ?— , etc. 

157. Si l'on suppose x infiniment petit, ce qui donne E<p = Ç = 



on aura 



£ £, _3r* ^ g — 4g 4 + 9g 8 — l6 ?* + etc. 

K * 1 — aj -f- a q* — i(p + etc. ' 



et en substituant la valeur connue du dénominateur du second membre, on 
obtient la somme d'une nouvelle suite fort remarquable, savoir, 

(46) ?_4Y+ 9 7.- ,6^+35^-etc. = 

c'est ce qu'on trouverait également en difiërentiaht par rapport à A la se- 
conde des formules du tableau donné ci-dessus, n* a3. 

La même formule peut encore se vérifier en substituant dans le second 
membre les valeurs des fonctions complètes E' et K , développées suivant 
les puissances de k* dans les formules de l'art. 48, tome I. On trouverait 
ainsi , en négligeant seulement les quantités de Tordre y*, 

f- £ (> + !*■ + s?**). 

ce qui est la vraie valeur de q. 

Enfin, la même équation peut être vérifiée jusqu'à la douzième déci- 
male, pour le cas du module Ar = sin 45*, au moyen des valeurs connues 



(*) Voyt% le $ XI, oh celle conclusion est rigoureusement démontrée. 
Tome III. 17 



i3o FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

q logK = 0.26813 72224 13, et K — E' =s o.5o343 07g6s 53. 

i58. Soit Fa- la fonction qui sert de complément à Ff, en sorte qu'on 

ait F? + F<r = F'*, ou , qu'en faisant F<r = on ait x 4- y = £ v. E11 
vertu de cette supposition, on aura 

E<p 4- E<r as E» 4- *• sin<p sine = E' 4- *L™1^Î . 
mais, d'après la valeur/ r= \tt — je , on aura 

£^ £, — x . 2r y gin xr 4- 3q< «in 4* 4- 3y» tin 6x-f- etc. . 

*" K i 4- a</ coi ix -f iq* cos 4* + »£ 3 ces Gx ■+• etc. " 

donc, en ajoutant ces deux équations, et réduisant, on aura la formule sui- 
vante, qui coïncide avec celle que donne immédiatement la différen dation 
(art. i56): 

t a* <y»inar — a?* «in 4* -f- 3q 9 sin6r — etc. 

, / x k* êiofooi p ] K * i — a (; cotax ■+• aç'cos 4* — *Ç S co»6x -f- etc. 

V47^ / j. £î gain ar4- a<y<sin4r 4- 3<7» sin6r+ etc. 

I &' i +2goosar+39 4 coi4x4-29 s co46r+etc.' 

Soit x infiniment petit , le premier membre se réduira à ou , 
et en divisant de part et d'autre par on aura 

K'ft' — <7-4<7 4 4-9?'- '6g" 4- etc. y + 4?' + 97» + i6y«+etc 
*r* i— a/j + a?»— açï-f-etc i 4- a 7 + s?* + a?» + etc. * 

La première partie du second membre = — (K. — E*); donc, on a la nou- 
velle formule 

ç + W + 99>+W + elc _ K , E ._ Jt ,. ï n 
i+a<7 4-3fl , -t*V + ctc. ~ a»»^ K 

ou en substituant, au lieu du dénominateur, sa valeur ^/^T» 

(48) f +4**+9* , + i6y'« 4- etc. = tf-R) 

On obtiendrait ce même résultat, en difierentiant, par rapport à A, la 
première formule du tableau (33). 

i5g. Soit une amplitude qui satisfasse k l'équation F>|/ s= 3F9, on 
aura 

3E<p_ E4, = k> sin** sin J, = tp . 



> 
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DEUXIÈME SUPPLÉMENT. i3i 
Quant à la valeur de E4 , elle se déduit de celle de Etp de l'équation (45), 
en mettant dans le second membre ix à la place de x ; on aura donc 



4«- qsinax — 29*»in4x+3 <? > »i n6r-^ etc. 
K " i — 29 cosax-f- aq* co$4x — cos6 r -f- etc. 
o* g gin 4 y — P7' sin 8 r-4-3(y »«in igc— etc. 
Il" 1 — aç cos4-c+ aç 4 cos8r— aç»cos 1 ax-f- etc. * 



Multipliant d'un côté par de l'autre côté par , et intégrant, 
on aura 

log A' — log (1 — A'sin 4 $) = 41og Qx — log 0ax , 

ou 

0<x(i — A*sin^)=A , 02X. 
On déterminera la constante A' en faisant Ç = 0 et xso, ce qui denne 

A'=e« 0 =(îH) i 

Cette formule apprend déjà que si l'on peut négliger sin*^ par rap- 
port à l'unité, on aura d'une manière très approchée 0 4 x =A'02x, ce 
qui donne un moyen très simple de déduire 0x de 02X , ou 0aar de 
0x, lorsque a: est très petit. 

Si ensuite on substitue, au lieu de sinç, sa valeur^' on aura l'é- 
quation A'&2X = Q*x — A*x, qui s'accorde avec la formule (3g) déjà 
trouvée. 

160. Là fonction 0* étant développée en facteurs trinômes, comme 
il suit , 

0x = C(i — iq cos ix +<7')( 1 — 2<f* cos ax-f- — ay s cos aar -f-?'*) etc. , 

* 

on en tire , par la différentiation , 

(«te») _ 4?»'"»» . 4<7 , 6inar 4<7 8 8inax • , 

exdjc 1—29 coi2x-f-<7 4 ' 1— a^OMax+r 1— aq 4 c©sax + <7 , »"»~ 1 > 

mais par une formule connue, on a 

■ 

—^^L—^=ç S m ax -f- <fsm4x+f»m6x+etc. j 
donc, le second membre de l'équation précédente peut se développer 
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A/f sin ax •+• 4q % sin 4x -f- 4ç 3 «n 6x -+• 4<ï* 8x -f etc. 
4- 4?' sin ax + 4?*sin4x -f- 4^*sindr 4- 4y ,, sin8x -f- elc. 
-f. 47 5 sin ax + 4?'*sin4x -f- 4?'«sin6x + 4?"sin8x + etc. 
-f- elc. , 

et si l'on fait une somme de chaque ligne verticale, cette quantité de- 
viendra 

— siu ax -f- siu Ax + sin 6x -f- -^L sin8x -f- elc. ; 
i — q* ' i — q* n 1 i — q* l — 

donc en6u, l'équation (45) pourra s'écrire ainsi : 

(4 9 ) E4» = ^x-f-^ r ( 7 ^;sin ax+ r 2^sin4x-f- ^sin6x-f-etc.} 

aKx 

Si l'on fait x infiniment petit, ce qui donne E$ = $ = -^-, on aura 
la formule 

qui servira à calculer la fonction complète E', par le moyen des fonc- 
tions de première espèce K. et K.', avec lesquelles on peut déterminer q. 
On déduit de là la somme de la suite 

(50 ^. + ^ + ^ + J^ + e t c. = £(.-£> 

Dans le cas de x = ^ , qui donne = ~ K. , on a , par deux expres- 
sions différentes, 

= î E- + £ (Jy _ JÈ-, + _ etc .) , 

■* = * * + ï fcfr + + ^ + *•> 

Mais alors on sait que Ef = £E' -f-i (i — kf) ; donc 

L'égalité des deux suites contenues dans cette double équation se dé- 
montre en développant chaque terme du premier membre en une série 
horizontale, puis sommant les lignes verticales d'où résulteront les termes 
successifs du second membre. 

161. Si l'on différentie la formule (49), on en déduira 
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(5,) ,_^=| + ^(î^îî + î£^i + 2£^f + e t c.). 

Le cas de ç = oa déjà donné un résultat au moyen duquel cette équa- 
tion peut se réduire à la forme 

(53) rin ., = ^(^+^ + ?^£ + et o.), 

nouvelle expression assez élégante , qui peut servir à déterminer l'ampli- 
tude par la fonction. 

En supposant ? infiniment petit, on tire de cette formule la somme 
d'une nouvelle série, savoir, 

la même somme a lieu, d'après le tableau (a3), pour la série qui ré- 
sulte du développement de 

ç(i + 9* + <? + q % •+■ ?" + etc.)*- 

Ainsi ces deux fonctions de ^ doivent être identiques, et l'on peut dire 
de combien de manières un nombre donné N sera la somme de 8 nombres 
triangulaires. Si le nombre N -f- i est premier , le nombre de combinai- 
sons dont il s'agit sera (N+ i)' -f- i. 

i6a. Si dans la même équation on fait $=s£tt, et par suite j? = ±9r, 
on aura la formule remarquable 

m\ * i ^ . i 5 ? 8 ,i .i ctc • - ^ 

W 7=^ + 7=?^ i— ç-^ -r" 0 - — -^r- 

Et comme le second membre est aussi l'expression de la puissance ...... 

(7*-+- q x -f- -J- tj * -f- etc.) 4 , suivant l une des équations (a3), il s'ensuit 
qu'on a l'équation identique 

r^+r^+T^+T^ + - &»+ f +f ; 

ou , en mettant y 4 à la place de q (*), 

W 7=? + 7=£ . + £j* + 7^ + elc ' = f+ *" + ^ + etc ) 4 ' 



(*) Il suit immédiatement de cette formule, que tout nombre 8/i + 4 est la somme 
de quatre carrés impairs, et de plus, qu'il est autant de fois de cette forme qu'il y a 
d'unités dan» la somme des diviseurs de a» + 1. De là on conclut aisémeot que tout 



>3', FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

Enfin, si dans l'équation (5a) on suppose successivement x = £ * et 
x s= j 7T , on aura les résultats suivans : 

La première de ces équations étant soustraite de l'équation (55) , donnera 
encore ce résultat 

(58) ld T 4 + T^i + 7^ + etc - = ^('-T-K> 

L'équation (55) transportée au module h qui suit A, et pour lequel q de- 
uent ^' dans l'échelle dont l'indice est a, donnera 

(59) + 7^7- + 7^F. + « c =ro (■-*')•' 

et si l'on soustrait de celle-ci la seconde des équations (57), on aura 

(H r ^ + ^ + ^ + c,o. = £[(^)-|} 

Voilà de nouveaux exemples ajoutés à beaucoup d'autres, qui prouvent 
qu'on peut sommer, à l'aide des fonctions elliptiques, un grand nombre 
de suites qui seraient très difficiles à sommer par d'autres moyens. On au- 
rait encore par la duTérentialion de 1 — A*siu*^, cette formule 

(61) sin <p cos <pA? = ÎL—-^ 4. =L_-3; -f- W _^ -f- etc.} 

d'où résulte, en faisant x = ±ir, la somme d'une nouvelle série, savoir: 

i63. On a pu remarquer dans le Traité précédent que les formules pour 
calculer par approïimalion la fonction de seconde espèce E<p, sont en gé- 



nombre impair an + i util somme de quatre carré», et qu'il en eit de même d'un 
nombre quelconque. On aurait aussi, d'après la même formule, Fidentité 

7^ + I ^ + 'ê7 + ï=? +CtC • = (, +9 , +7 s + «7 ï +9"-r-etc)S 

d'où il «uit que tout nombre N est la somme de quatre triangulaires , et qu'il l'est 
autant de fois qu'il y a d'unités dans h somme des diviseurs du nombre aN + 1 . 
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néral assez compliquées , surtout si le module est très peu différent de 
l'unité. Celles que nous avons données ci-dessus, sous les n°* 45 et 4q > se- 
ront préférables dans beaucoup de cas, à cause de la loi très simple qui 
règne dans les difi'érens termes de ces formules. 

Elles supposent qu'on connaît les fonctions complètes K. et E*, ou F*A et 
E'é, et de plus la quantité q, pour laquelle il faudrait dresser une table 
particulière, comme on en a une des fonctions complètes, afin qu'étant 
donné le module ou seulement l'angle du module , ou puisse trouver dans 
cette table la valeur correspondante de 7, ou seulement son logarithme. 

Avec ces préliminaires, ïi l'on prend pour x la valeur x — \- - ^' 9 ^ , 
déduite de la fonction donnée F (A, ç), ou, ce qui revient au même, si l'on 
fait x égal à la limite de la suite etc., calculée selon la mé- 

thode ordinaire d'approximation appliquée à la fonction F (k , Q ) ; la va- 
leur de E$ pourra se calculer , avec tel degré d'approximation qu'on voudra , 
par l'une ou l'autre des formules citées, savoir: 

j, x j-, , a* </ sin 2* — 3tf { sin 4* 4" »ïn 6a - — etc. 

^ ; «• K. ' 1 — 00s xr -f- 27 1 coi 4* — ayî cos 6x -J- etc. ' 

Ef = £ E' + ^ sin 3* 4- sin 4* + 7^ sin 6.r+elc.} 

Lorsque A = sin 45% on a q < lorsque Ar = sin 8o", on a q < ^'j-. 
Ainsi, dans ce dernier cas, la première formule peut encore donner dix 
décimales exactes, sans aller au-delà des termes affectes de q*, ce qui sup- 
pose qu'on rejette seulement les termes affectés de q lt . 

164. Nous remarquerons ici que si Ton a une équation quelconque entre 
les élémens k et Ç , qui servent à composer les fonctions F (A, $) , et les 
élémens q et x qui servent à composer les fonctions 0 (q, x), A (7, jc), 
on peut , dans cette équation , changer k et Q en A* et pourvu qu'on 
change en même temps q en q* et en 2X. On obtiendra ainsi d'une 
manière très simple une transformée qui se rapporte aux élémens k" et <p* 
de la fonction F ?°), comme l'équation donnée se rapporte aux élé- 
mens A: et (p de la fonction F (À, 0). On obtiendrait de même une seconde 
transformée si l'on changeait k° et p en A?* et 0°*, et si en même temps 
on mettait q* à la place de q , et ajc à la place de x. Cette troisième équa- 
tion pourrait aussi se déduire immédiatement de la première en mettant 
tout d'un coup A: 00 , $ 00 , q*, 4 <r > à ' a P' ace de A, ^, 9, x, respectivement. 

Et l'on voit que la série de ces équations peut être prolongée à l'infini , 
sans qu'il y ait aucun calcul à faire pour leur formation successive. 



(63) 
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Comme le but de ces transformations est de déterminer la valeur appro- 
chée de la fonction E(A, ou de toute autre fonction contenue dans 
l'équation primitive, il faut supposer que la nature de la question fournira 
dans chaque cas les relations nécessaires pour que la -fonction proposée 
puisse se déduire facilement de Tune quelconque de ses transformées suc- 
cessives ; c'est ce que nous allons faire voir dans le cas de la fonction Ep. 

iG5. Appelons G {k, <p) la fonction complexe E(*, — «F (*, p), où 

l'on a t = lorsque k et <p se changeront en k° et cette fonction de- 
viendra G (**, r) = E (*«, *T) — <• F (*% r) , «* étant mis pour 

Nous suivons ici les dénominations usitées dans l'ancienne échelle pour dé- 
signer les modules décroissans k, If, k", A? 00 , etc., et les amplitudes crois- 
santes Ç", ?**", etc. On a vu que x est égal à la limite de la suite 

o» e»» a» 0 , » _ . , .... , , . 

— , ^s-» etc.; de même x° serait la limite de la suite —, l t-, etc., 

ce qui prouve qu'on a x* = ax. 

Soit maintenant ©'(f, x) = ou 

0' (y, x) = 4f sin ax — {ty 4 sin 4x-f- i ay» sin 6x — etc. , 
l'équation (44) sera ainsi représentée 

et d'après l'observation contenue dans l'article précédent, on en déduira 
cette série de transformées 

G (*°> *°) == aï- 7 e (,-,«)> G (^»* ) = a K=»-i-^747,' etc ' 

166. Pour avoir la relation entre G (A, et G <p°), il faut recourir 
a tu formules connues 

( i -f *) E (A , <p) = E (A-, $*) — 7(1 — A 0 ') F (A*, -f- A* sin f , 
(i + if ) E'A = aE'A* — (1 — k») F'£«, 

F'A = (i+A<>)F'*<»; 
d'où l'on tire ces deux équations 

( . -f- h) G (A, * ) = G r) H- *° si,, r- 
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Pour simplifier la première, soit «= i — frp, et par conséquent r>= i 
— h*ff, on aura 

i = 2/> — Ay, 

d'où résulte 

et par conséquent 

« = (i + ^ + ^ + ^ + etc.). 

Cette valeur de c s'accorde avec celle qu'on a trouvée pour la quantité L , 
art. 90, tome I; et en effet, ces deux quantités représentent également le 

4 E'k 
rapport j^. 

167. Maintenant, comme on a K=(i+A')K% l'équation entre G (A, 
et G (A°, 0°) pourra être écrite ainsi ; 

KG (A , = K'G (A, r) «+■ K'A* sin p\ 

et il en résulte immédiatement 

KG (A, ç) = K'A- sin <p° + K^A* 0 sin <p~ 4- K 000 * 0 * 0 sin <p~ -f- etc. 

De sorte que la fonction G (A, ç) est exprimée par une suite infinie très 
convergente, et qui se réduira toujours à un très petit nombre de termes, à 
moins que le module A ne soit extrêmement peu différent de l'unité. Il est 
facile au reste de s'assurer que cette formule pour déterminer la fonction 
E (A , Q) , ne diffère pas de celle que nous avons donnée art. 90, tome I. 

Ce n'est que dans les cas particuliers qu'on pourra décider laquelle des 
deux valeurs de G (A, 9), données par l'équation (44) et par l'équation 
précédente , mérite la préférence pour en tirer plus facilement un certain 
degré d'approximation. L'usage de l'une et de l'autre deviendra de moins 
en moins avantageux, a mesure que le module A se rapprochera davantage 
de l'unité; alors on pourra recourir aux formules que nous avons données 
dans le chapitre IX, tome II. 



Tome 111. 
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§ VIII. Nouvelle expression de la fonction de troisième espèce, 
à paramètre logarithmique (*). 

168. Soit maintenant F* et £2ssFa;. qpit, de plus, 

^ (x — a) = F<p — F* = F<p', 
J i(x + fl ) = Ff + F* = F?'; 

on aura d'abord, en considérant tt comme constant, 

iKdx dp dp' dp' 



&p ~~ a»' ~~ Z* 8 ' 



ensuite, l'application de la formule ~ï = * (E$ — cFf ), où , 
donnera les deux équations 

d'où Ton tire 

T&=$ - = % w- V - + *w. 

Mais les propriétés des fonctions donnent les équations 

Ff'-f- F* — Ff ■= o , E$'-+- Ett — E^ ss A:* sin <x sin <p sin 
F? -+- Fa — Fç'= o , E<p -f- E* — Ep"= A* sin a sin 9 sin 

d'où résultent les différences 

F<p"— F^ = aFa, Eç>"— E^p'ssaE* — ^sin«sin<p(sin^-f-sin<p"); 
d'ailleurs on a, entre les amplitudes, ces équations : 



(") Nous appelons, pour abréger, /onction à paramètre logarithmique la fonction 
de troisième espèce dont le paramètre est — A* sin**, k étant le module. On sait que 
ces fonctions différent essentiellement de celles de la même espèce dont le paramètre 
est ou peut être ramené à la forme — t -f-é'*sin*«, k' étant le complément de k. 
Ces dernières devront être appelées /onction» à paramètre circulaire. 
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. _ ■ aÏD 9 COS aùm — gi II • COS £if 

sin f = —-r-ï — .-- — , 

= ,-/ t ».in'..i P - f > 

donc, en faisant les substitutions, on aura l'équation dUTérenlielle 

e(* - a) ~~ e(x + a) — A? ^ i — * W-i in'f "~ 3L * 2 " V » 

dont l'intégrale est 
(6 4 ) coUA«[n(*, f)-Ff]+(«F«-E-)Ff=iloB|g=g f 

eu désignant par Iï(a, $) la fonction de troisième espèce J . /rhin'ajin* » ) ^ ' 

dont le paramètre est — A* sin* et. On n'a point ajouté de constante, parce 
que les deux membres s'évanouissent lorsque $so. Ils s'évanouissent 
aussi lorsque aso; car en supposant a infiniment petit, la quantité 

n (»>^) — se réduit à A* sin* et f^^~^> 8011 produit» par cot«A«, 

ou simplement par cot et , est donc A* sin a cos a J *"* * > quantité qui 
s'évanouît lorsque a = o. 

169. Nous obtenons ainsi un résultat très remarquable, qui nous per- 
met de déterminer la fonction de troisième espèce n(«, 0), dans le cas 
du paramètre logarithmique, par la fonction de première espèce F$ , et 
par la fonction 0(9, x), qui ne dépend que de deux quantités q et x. 

Comme la fonction &x est une fonction paire de x, on a 0x=0( — x), 
et par conséquent 0(a — x) = 0(x — a). On peut donc changer a en x 
et x en a dans notre équation générale, et le second membre restera 
le môme. De là résulte l'équation 

cot a A et [n(a, — F$] — EaF$ 
cot [n(ç , a) — F*] — E?F« , 

qui s'accorde avec celle du n* n5, tom. l' r , et au moyen de laquelle 
on peut réduire l'une à l'autre les deux fonctions n(et, fl(^, ce). 

Cette équation, appliquée au cas de p=set, ne détermine pas la fonc- 
tion n(«t, et); mais en faisant <p = « dan» l'équation (64), on trouve, 
pour ce cas particulier , la formule 

18. . 



(65) { 
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( cot «A*[n(«, a) — F«] -f- F* (fF«— Ea) 

«*> j = jio g ^ = t 1 o 8 (îH)-tio 6 e(«). 

Si, dans l'équation (64), on fait Ç—^tt et x=±7T, afin de déterminer la 
fonction complète ou U l (k f a), on aura 

cot «A^IT* — F') + E«F« — F'E* = ;iog (. 

•M 

Mais on a en général 0 ^ — a^ =©f^ + a^; donc, le second membre 
de cette équation se réduit à zéro , et l'on a simplement 

(67) n'« = F' -f- ^ (F'E<* — E'F«) , 

ce qui est la formule du n° 116, tom. 1*'. 

1 70. Supposons en général F?s=^K,oux=^.|,^ étant une frac- 
tion rationnelle à volonté: on aura n (*, <p) = — n'* + W,W étant une 

fonction qui doit pouvoir s'exprimer en logarithmes. Substituant ces valeurs 
dans l'équation (64), on aura 

cot *a« ri'«-f- W) + («F* — Ea — cotaAa) ™K. 

CS -) 



0 

ilog- 



(5+-)' 



mai» on a II' « = F" -(- (F'Ect — E'F«); dora 



W = '-^ïlog 



formule qui pourra servir dans beaucoup de cas à déterminer la fonction €>x. 

m 
n 



Soit, par exemple , — = \ j dans ce cas, on a 



et la formule de l'art 117, tome I, donne 
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T*r tang» , ùm — (i — h') «in « c os« 

^ — "4^T J °S A« -f- ( I — k') sm-coT^ ' 

donc on a généralement 

✓go\ e C 4 / / A<i — (i — k') tin m c(w« Y 

* ' /» \ + — A')»in«cos-y/ ' 

Cette formule fera connaître la fonction 0 0 ■+■ a) par le moyen de la fonc- 
tion 0 Q — a). Si l'on veut donc construire une table des fonctions 0x pour 

une valeur donnée de k ou de il suffira de calculer cette table depuis 
x=o jusqu'à x=45*> et on la continuera facilement depuis x = 45* jus- 
qu'à jc= 90 0 , qui est la limite de la table ; car, au-delà de ce terme, on a 

On pourrait trouver semblablement une expression de qui 

S (I + ') 

permettrait de calculer © P arle moyen de ©(g— a), de aorte que 

la table de cette fonction étant formée jusqu'à * = aa° £ , on pourrait la 
continuer jusqu'à x = 45°, et ensuite, par la première formule, jusqu'à 
x = go\ 

171. Cette table serait très utile dans la théorie des fonctions elliptiques, 
puisque, avec son secours , on pourrait calculer la valeur de toute fonction 
de troisième espèce n(», dont le paramètre n =— k* sin' a. En 

effet, connaissant les trois élémens A, a, on pourra d'abord chercher, 

par la table des fonctions F, les valeurs a = ^ F ( k, «) , = ^ F (k, ç) ; 

on cherchera ensuite, d'après le module A, la valeur de la quantité q y ce 
qui se fera par une table particulière dressée pour cet objet. Enfin , la table 
des fonctions 0(y, *) fera connaître les fonctions 0(.r — «3) et 0(x-f-û) 
qui répondent à la valeur de q. Ainsi , en ajoutant seulement aux tables 
qu'on possède, la table des fonctions 0 et une table auxiliaire pour calculer 
q au moyen du module, on sera en état d'évaiuer toute fonction donnée 
de troisième espèce, à paramètre logarithmique; de sorte que cette fonction, 
qui dépend en général de trois quantités , pourra être calculée par des tables 
qui n'en contiennent que deux. M. Jacobi est le premier qui ait remarqué cette 
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belle propriété que l'usage des fonctions 0, dont il est l'inventeur, lui a fait 
découvrir dans les fonction» elliptiques de troisième espèce à paramètre loga- 
rithmique. Il a annoncé en même temps que la même propriété pourrait aussi 
s'appliquer aux fonctions à paramètre circulaire, ce qui serait un très grand 
perfectionnement de la théorie des fonctions elliptiques, puisque la déter- 
mination numérique de ces fonctions ne dépendrait, dans tous les cas, que 
d'un petit nombre de tables à double entrée, dont les principales sont déjà 
calculées. Mais, jusqu'à présent, les tentatives que j'ai faites pour étendre 
aux fonctions à paramètre circulaire, la propriété qui est démontrée pour 
les fonctions à paramètre logarithmique , sont restées sa us succès. Ainsi 
nous devons suspendre notre jugement sur ce point, jusqu'à ce que M. Jacobi 
fasse connaître les formules par lesquelles il pourrait justifier son assertion. 

Dans le cas où il serait bien constaté que les fonctions à paramètre cir- 
culaire ne sont pas susceptibles de la réduction qui a lieu pour les fonctions 
à paramètre logarithmique , il faudrait admettre que les fonctions à para- 
mètre circulaire constituent une quatrième espèce de fonctions elliptiques 
plus composée que les trois autres , et qui ne peut se simplifier que pour 
des valeurs du paramètre , caractérisées par un symptôme général ; mais 
alors elles se réduisent toujours à la première espèce, et ne peuvent plus 
être rangées dans la quatrième. 
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§ IX. Application de la même formule aux fonctions 
à paramètre circulaire, 

172. Reprenons l'équation (65) en joignant aux fonction» l'indication du 
paramètre, du module et de l'amplitude, nous aurons la formule 

cot aà (A y a) [n (— A* sin» a, A, — F (A, <p)] — E (A, a) F (A, 
= cot <pA (A, <p) [n (— k % sin' <p, A, a) — F (A, a)] — E(A, ç) F (A, *). 

Supposons ensuite sin a = i tang £, 1 désignant / — 1 ; on aura succès- 
sivement cos« = ^ c , A (A, a) tang- C) = 

001(4 5=5 rar?» mï^) = mî7?)' F (*,•) = *F (tf, C) , E(A, «) 

■+• tang (*, C)], n (- A- sin' «, M) 3 n (A- tang' C, A, <p), 
et enfîn 

n(-A'sin'<p,A,«)-F(A,*)== f # 

V r ' ' ' \ > / ■ J (i—ï tin'f sin' •)&(*, m) 

. / » — t»>in*»tang'Ct/C 

— V(i+*.io'f U»f/C)A(*',C) 

= -FÇ^f [F 0 ~ H (- , + A* sin» (p , A / , *)]. 

Substituant ces valeurs dans l'équation que nous voulions transformer, 
nous aurons le résultat suivant : 

- 

( ièr^tn(A-Ung^,A^)-cos'CF(A,f)] 

(69) L^^? [ n(- lH -A-sia-< P ,^0-F(A',^ 

U E (A, f) F(*, C) +E(tf, 6) F (A,o)-F(A,*) F (AT, C). 

Cette formule permet de réduire la fonction dont le paramètre est A» tang* £ , 
le module A et l'amplitude f, à une autre fonction de même espèce, dont 
les éléraens semblables sont — 1 -j-A'sin*<p, A', et quoique les para- 
mètres soient différemment exprimés, ils appartiennent néanmoins à la 
même forme dite circulaire. 

L'équation à laquelle nous venons de parvenir par une analyse assez dé- 
licate, fondée sur des substitutions imaginaires, s'accorde entièrement avec 
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l'équation (/') de l'art. 1 1 1 , tome I ; ainsi on voit que la méthode que noua 
suivons maintenant n'est pas moins sûre que les méthodes plus élémentaires 
par lesquelles nous avons obtenu les résultats contenus dans les chap. XV 
et XXIII du tome I. Mais on peut de plus tirer de ces nouvelles méthodes 
des résultats nouveaux. 

173. Pour cela, nous extrairons d'abord du chap. XY deux formules qui 
pourront être combinées avec la formule (69) ; ces deux formules , relatives 
aux fonctions à paramètre circulaire, sont 

f n (k' tang' a, A, $).-f- II (cof *, A, <p) 

( 7 o) ! = F (*'*) + T^fM. 

tant M = ■ 

15 A (£, ç) sin <t 00s a 

n (cot* «,*,*)- n (- 1 + «n" 

P •in* ^\ . «n * co» « K 



Il en résulte une troisième formule par laquelle on pourra réduire Tune à 
l'autre deux fonctions dont les paramètres , toujours de forme circulaire , 
sont k* tang' et et — 1 ■+• k* sin' a. Voici cette troisième formule 

Wang'*, k, <p) + *''™ ( '; "j^ n(- , 4- *"sin««, k, 9) 

(73) | = zi^)^^) + ^-(M-N), 
taug(M-K)=^.^. 

174. Si l'on combine cette dernière formule, avec la formule (69), dans 
laquelle on mettra préalablement * à la place de C , on aura pour ré- 
sultat la nouvelle formule 



k'* sin* cos 



î[n(-,+fc'W,,A,?).-F(A,t)] 



( ' 3) j+ îl 5 1 ^rCn(-«-r-*'.in^,A',.)-F(*', .)] 
Celle ci établit une propriété générale, en vertu de laquelle on peut r«- 
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duire l'une à l'autre les deux fonctions n(— 1 4- #*sin»a , Àr, 
n( — î-f-^sin»?, kf t a); de sorte qu'on peut échanger entre eux les 
angles a et $ , pourvu que les modules complémentaires k et K soient 
aussi échangés entre eux. C'est la même propriété qu'offre l'équation («*) 
du chap. XXU1, lom. l* r ; car la fonction n(-»- 1 -f- A*sîn"^, k', a) pour- 
rait être exprimée par II(col*$ , kf, a) , en même temps que la fonction 
n( — 1 sin**, k, le serait par n(cot'«, A, p), et alors l'équa- 
tion (73) coïnciderait avec l'équation («*'). 

175. Introduisons maintenant dans les deux membres de l'équation (64) 
la même substitution imaginaire que nous avons appliquée à l'équation (65). 
Par les résultats déjà trouvés, le premier membre, multiplié par 1, de- 
viendra ^ 

-KF(#, É) - £j F(tf, C)- E(*', €)]F(A, f). 

Quant au second membre, qu'il faut aussi multiplier par i, il aura pour 
développement 

i • J 1— cos ax cos =a -4- aç*co§ 4*cos 4° — rt c. ï 

a ° l — ao lin a* sin aa -f- *j* sin 4' sin 4a — etc. J 
» j f i — iq cos a* cos aa -f- a^ 1 cos 4* cos 4^ — etc. i 

a ° ( -f- ajr sin a* sin aa — iq* sin 4* *in 4" -f- etc. /' 

Mais en faisant ^ = F(#, C), l'équation F (A, «) = *F(jfc', C) donne 

25.'*, -2* 2* 

«= par conséquent, a cos aa = e * -f-e* = ? *"f*V* » asinaa 

y »— y» A On aura des valeurs semblables pour aco«4a, asin4a, etc. ; 
ensuite» faisant 

*+î*/4î , «»4A7 *+yV-f»cos6s\? » + î »J+ e tc. J 
/ ,A \ / _ 4* 4*\ / —£* 64 \ 

Q= 9 «in 3* \y *— ?*/— j*ai«4*Vj *— f */+?*»"> 6*\î o*/— etc., 

on aura 

ilog©(x-«)=Mog(P-iQ), 
iloge(x4-) = Mog(P + «Q); 

donc 

Tome 111. 19 
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Uog^^==Mog{^§ 
Soit en6n II un arc de cercle tel qu'on ait 



tan s n=s î = =— 2 — 7-^ ^ ( - k ± &\ ( ^ " 

,-îcosaÀf *4W+? 4 «»4A* '+?V-î s co«^W *4î*J+ 



La quantité logarillimique qui précède se réduira à l'arc Ci ; ainsi on 
cette nouvelle formule 



(74) 



^ [n(A« taug'É, A, «0- cos' ÉF(A, *)] 
[(i-J^)F(*, <?)-E(A',<T)]f(A, <p) 



176. On voit maintenant qu'au moyen de la substitution imaginaire 
sin a = 1 tang C , la fonction à paramètre logarithmique A^in'et, A, <p) 
s'est changée en une fonction à paramètre circulaire n (A* tang 4 £, A, 0); 
mais celte transformation ne nous procure pas l'avantage d'exprimer la 
fonction à paramètre circulaire par une nouvelle fonction qui ne dépende 
que de deux quantités. En effet, la fonction il, qui est devenue notre 
nouvelle auxiliaire, dépend essentiellement de trois quantités y, x> b, et 
l'on ne voit aucun moyen de la décomposer en deux parties qui pourraient 
s'exprimer chacune par deux quantités seulement. Ainsi la propriété remar- 
quée dans les fonctions à paramètre logarithmique ne paraît pas s'étendre 
aux fonctions à paramètre circulaire. 

177. Dans la formule (73), nous avons adopté pour type des paramètres 
circulaires la forme — 1 jt'" sin* * , relative au module A. Pour nous con- 
former à la même supposition, nous combinerons l'équation (7a) avec 
l'équation (74), après avoir mb dans celle-ci « à la place de (T. Noua ob- 
tiendrons ainsi , pour les fonctions à paramètre circulaire, la formule type: 

^artïT ^ 1 + *" **" *• p) ~ F(kj * )] 

(75) |=j_n + arcung(^.^)), 

/ _îî —\ ( — — 4f \ / — \ 

I ^ çt\n*x\q 9 — <T )— v'»in fe\g * — 7* J+q*ïm6x\q w — y*/— etc. 

' ^ an 8 / 1* ^ f~_^ Tè* &TV 
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Changeons dans celte formule les trois quantités a, k, <p, en trois autres 
9 , k\ a, respectivement, ce qui changera en même temps q et a en r 
et x ; nous aurons la formule semblable 

M j-û<+ or e,,, B (^.^), 

l i— rùaza\r * +r")+r*co» 4«V "~— r V— /*cos & < V * +> V + ct«: 

178. Maintenant, si l'on combine ces deux équations avec l'équation (73), 
et quon applique 1 équation des fonctions complémentaires j^-f--^ — 1 
= ^ , on aura la formule suivante, qui contient une propriété fort re- 
marquable des fonctions Cl et Cl', 

(„) H + n<= arc t a„ g (^'.^) - i . .ïfi^J. 



On verra ci-après que le cas de (p — ^Tt = .r donne Cl = o et n'=i?r— -i, 
de même que le cas de az=\7r — a donne Cl'— a etll = i;r — x. 

Moyennant cette formule, on peut rendre plus simples les équation? (-'>) 
et (76), en les écrivant de la manière suivante : 

7 1 = [fp f ^> «) - «) ] F (* » *) » 

(79) | 



[n(_ , + A'sin^ A', •) - F(*, .)] 
= n + [fî F( *' ^ - E( *' *>] F( *'' 



179. Pour avoir la fonction complète, soit <p =-^7r , et par suite x=7 7r, 
il faut d'abord trouver la valeur de Cl'; or, dans ce cas, la fraction 
égale à tang Cï, a pour numérateur 

rsin aa(r-'— r') — r*sin 4<r— — r») -f- r» siu6« — H) — ete , 

quantité qui se réduit à 

»o.. 
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sinaa— r , (sin2a4-5in4a)4-/'(sin4aH-8in6fl)--r , »(siu6a-t-Mn8«)-{-elc. 
= acosa(sina— r*sii.3a4-r 4 sin5a — r"sin7a ■+• etc.) ; 

le dénominateur de la même fonction se réduit de même à 

asin a(sm a — r^sin 3a -f- r*sin 5a — r ,, àin ja -f- etc.). 

Donc, on a tangn' = ^j, n's=l* — a, et l'équation (78) donne 

« * * - a + [|£ F(tf, «) - E(tf, «)] F"* j 

mettant au lieu de a sa valeur ^ F(Jf, «) = ï~— (K^A+KE'À/— KK'), 
on aura la formule 

(80) | ^^T^ P 1 '*- 1 *) " ™J 

F'AE(#, «) + E'AFCA/, «) + F'AF(/f, «) , 

qui s'accorde avec la formule («') du chap. XXIII , tora. 1*. 
Eu second lieu, si l'on fait ? et x infiniment petits, on aura 

Mai, logr= et F(i, ,) = £ f ; do»c, , 

et de l'équation (78) on déduira 

M ' ' F*iP âlF' ©(r, a)<4a » 

équation qui n'est autre que l'équation (44) , dans laquelle on changerait 
les quatre quantités k, <p, ç, x, en quatre autres kf t a, r, a, respecti- 
vement. 

180. Soit maintenant a infiniment petit, ainsi que * =s — , on aura 



Unir Û'= Q'= a a Ar *-r^— »Ar '-r-J-r- 3/«Vr '-rV-rtc 
Soit T ou T(r, x) une fonction de r et x, ainsi exprimée : 

C_?£ H\ / _4f 4f\ / _Or Ct\ 
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on aura 

rt , *a dT aK' dT <**. dT 

" — hfr'Tdx TT ' Ydx ÏK * Tdx' 

et le second membre de l'équation (78) deviendra 
Quant au premier membre, il se réduit d'abord à 
et ultérieurement à 

donc, la supposition de a infiniment petit donne l'équation 

Multipliant tous les termes par ^£ C u son égale ^ » on aura l'é- 
quation différentielle 

dont l'intégrale est 

1,T_ logoc, -/"*!»- (. - + coas,. 

Si l'on suppose l'intégrale f^fy* P«« « compter de $=o t on trou- 
vera la constante ==log(i — ar-f-ar* — ar»-f-etc.) = \ log— .On a donc 
généralement, entre la fonction T et la nouvelle transcendante, ... 
J^^—jE(k, que nous représenterons par T(k, <p), cette équation 

(8.) lo6T-.ogoo.,=T(i, f ) - (, -**) 

181. Une équation de même nature va nous être donnée par la for- 
mule (77), dans laquelle nous supposerons a et a infiniment petits. Nous 

avons déjà trouvé que cette supposition donne £1' s= — ^ . ^-g ; elle 
donne -en même temps 
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Cl 



4fj ÛO ysioar — a y'sin^jç-t-SySirin&r— etc. d&(q, s ) 



Eu fui , on a dans le même cas 

D'après ces valeurs, l'équation (77) donnera un nouveau résultat, savoir, 

îK'e( î) i)<<r""îi , Wx 1 "ïï , "F" cet* * 

Multipliant tous les termes par ~ dx, ou par ^ ^ » <> n * ura l'équation 
différentielle 

-?+ •)*(*.♦)- ^r- 

dont l'intégrale est 

(8a) lpgT(r, *)-logoo,f »loge(y, x)-f-^ F-(A, <p) +C". 

Si l'on fait f =so et x =s o , on aura la constante 

fit i nr 1— ar-f- a**~a/<-f ete. , , 

" 1— a^-f-ay*— o?s-f- etc. * ^Kjf' 

18a. Si dans l'équation (8a) on change les quantités A: et <p en A* et *, et 
par suite les quantités j, r,«en r,y,<i, respectivement, la fonction 
T(r, x) deviendra T(y, a); de sorte qu'on aura 

et cette nouvelle fonction sera déterminée par l'équation 



(83) lo g T( ? ,o)-logco.. = loge(r, «l+^F-f*', -) + -:iog |£. 



Si l'on substitue dans ces deux nouvelles formules les valeurs.. 

(*'V A (f » * s») /* VA(r,a + i 



R.' 



log T (r , x) - 1 *g A fr , x + **) = ^ F' (* , *) + i log £ , 
log Tfo, a) — log A (r, « + ^r)= prP^, «)+ i log ?, ; 
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et en substituant encore les valeurs F(Ar, $>) = F(/V, a) = ^ , on 
pourra donner a ces équations la forme suivante : 

' . * 

(84) T(r,x) = (|)V-^A( 7 ,x + ^), 

(85) Tfo, a):^)*?" A (/•,* + **). 

D'où l'on voit que les fonctions T(r, *), T(q t a) s'expriment assez simple- 
ment par les fonctions A(y, * + £*"), A(r, a-f- et comme l'une des 
quantités q et r est plus petite que ^y, l'autre étant plus grande, et pou- 
vant même être aussi peu différente de l'unité qu'on voudra, l'une des 
«Jeux suites designées par T(r, x) et T(y, a) sera toujours beaucoup moins 
convergente que l'autre. Or, la suite la moins convergente s'exprimera, 
dans ce cas, par celle des deux fonctions A, qui désigne une suite fort 
convergente; de sorte que les faraudes précédentes serviront à faciliter 
beaucoup le calcul numérique des fonctions T, comme elles serviraient à 
faciliter celui des fonctions A. Tout se réduit à substituer , dans le cas 
de non-convergence, une fonction A à une fonction T, ou, réciproque- 
ment, une fonction T à une fonction A. 

183. Revenons maintenant à l'équation (81); en la comparant à l'équa- 
tion (82), on en tire cette nouvelle formule , 

(86) log @( 9 , «) _ T& f ) - ^ P(A, Q + 1 log ?H , 

T(£, f) désignant l'intégrale f ^ f ^ E(A, ?)> P rise a compter de 
9 = o. 

On peut remarquer que l'équation (44), multipliée par <Jr,et intégrée , 
aurait donné immédiatement la formule (86) ; mais il n'était pas inutile de 
démontrer celle-ci par un autre procédé. Cette formule permettra de dé- 
terminer la fonction x) par l'intégrale T(A , $), qui présente 
plus de facilité pour être réduite en tables , comme nous l'expliquerons 
ci - après. 

184. On sait que pour toute valeur de $ qui satisfait à l'équation 
F(A, 9)=jrF'A, 171 éunt un nombre rationnel, on a 

n (— 1 + sin» «, k , 9) = mïl 1 (— 1 -f- *'» sin' * , k) -t- W, 

W étant une quantité déterininable par des arcs de cercle. De la il suit 
que dans tous ces cas la quantité Cl' cessera d'être transcendante, et 
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pourra sr déterminer algébriquement par des arcs de cercle au moyen 
de l'équation 

On pourra donc , en donnant à m des valeurs rationnelles assez simples , 
trouver différentes formules plus ou moins dignes d'attention pour expri- 
mer les valeurs correspondantes de fl'j mais nous ne nous arrêterons pas 
à en donner des exemples. 

Ij» théorie contenue dans ce paragraphe nous a fait retrouver, par des 
moyens nouveaux, toutes les propriétés auxquelles nous étions parvenus 
dans le chap. XXIII du tome I", pour les fonctions à paramètre circu- 
laire. Ainsi , nous avons trouvé , i°. que la fonction type de cette es- 
pèce, représentée par n( — i -f- siu* a , A, f), peut être exprimée 
par une autre fonction semblable n( — i -f- h sin* V, «); de sorte 
qu'on peut échanger entre eux l'angle du paramètre a et l'ampli- 
tude f , pourvu que le module k soit remplacé par son complément k'. 
3°. Que la fonction complète à paramètre circulaire peut toujours s'expri- 
mer par des fonctions de la première et de la seconde espèce r et qu'il 
en est de même d'une fonction non complète , mais dont l'amplitude q> 
satbfait à l'équation F(&, ?) = mF'A, m étant un nombre rationnel 
quelconque. 

De plus, les formules auxquelles nous sommes parvenus dans ces nou- 
velles recherches nous ont fait découvrir deux nouvelles transcendantes SI , 
£V, représentant des arcs de cercle , qui se déduisent aisément l'une de 
l'autre, et dont l'usage est de faciliter autant qu'il est possible la détermina- 
lion numérique de tonte fonction proposée Iï( — i -f-^'sin'a, k> ç), jus- 
qu'à tel degré d'approximation qu'on voudra. On choisira, pour cet effet, 
entre les deux formules (75) et (78) celle qui contient la plus conver- 
gente des deux fonctions fi et Ci'. 

Les formules dont nous parlons sont vraisemblablement ce que l'ana- 
lyse peut offrir de plus parfait pour l'approximation des fonctions à pa- 
ramètre circulaire ; elles paraissent préférables à toutes celles que nous 
avons données pour lç même objet, et elles n'exigent de calculs prélimi- 
naires que ceux qui peuvent être faite aisément , soit par la table 1™, soit 
par la table IX. 



Digitized by Google 



DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 



i53 



§ X. Seconde manière d'exprimer les fonctions à paramètre 

logarithmique. 

■ i85. Puisque la fonction Q(q, x) peut être exprimée par l'intégrale 

T(k, o?) «=> f-ZQTï) ♦)» aiasi < * uon la vu daos r>rl * I76 ' U *' ensuit 
que la fonction dont le paramètre est — A* sin»* pourra s'exprimer par 
le moyen de cette même intégrale, ce qui sera un perfectionnement no- 
table apporté à la découverte de M. Jacobi; car, d'une part, on n'aura 
pas besoin de la table auxiliaire, qui servirait à calculer la quantité q 
par le moyen du module donné k; et d'autre part, il sera plus facile de 
construire une table des valeurs de l'intégrale T(A, f), d'après les don- 
nées immédiates k et <p , les mêmes qui sont employées pour trouver les 
fonctions F(£, o?) et E(A, $), qu'il ne le serait de calculer la table des 
fonctions ®(q y or), d'après de nouvelles données q et x. Ajoutez i cela 
que la méthode des ordonnées moyennes, qui a contribué beaucoup à 
faciliter le calcul de la table IX, s'appliquerait avec non moins de suc- 
cès au calcul des intégrales /^7^ E (*' *)» P uis( i ue donnée 
qui répond à chaque degré de l'amplitude est déjà connue presque 
entièrement par la valeur de E(&, $) comprise dans la table. Faisons voir 
d'abord comment on peut parvenir directement à la nouvelle formule de 
réduction. 

186. Soient f' et des amplitudes, telles qu'on ait pour le module 
commun 

F«/ = F<p — F<x , 
F?"=F?-f-F»; 

on aura en même temps 

E$' -f- Et» — E$ = À* sin et sin 9 sin 
Eo? -h Ect — Ep"= A* sin « sin $ sin 0/ j 

d'ailleurs, les amplitudes et <p* se déduisent des amplitudes f et a , 
par les formules connues 

, sin 9 cos *àm — »in * cos 4> A? 

Mn " " 1 — i' 



„ «in» cota Aa-f- «in m cos ÇA» 

s,n * = — r=T'8i^i^ — ' 

Tome III. 20 
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Considérons maintenant la fonction Z=T^''— T^'==^*^E^"— y"0,E$'j 

si l'on regarde « comme constant, on aura dF<p' = ou ^ = ^, 

et semblablement g-.=^; donc, Z = f%(W - E<p')« Mai», par les 
formules précédentes, on a 

E$" — Ep' = aE* — A* sin « sin p(sin 4- sin , 
sin $ 4- sin <p = t ^ 



donc 

Z =fâ (aEa — aA« sin a cos «A*. t^—^ , 

ou en réduisant, 

Z = (=.£. + F* - »co»«A« / ( ,_ t .J , . ri .. f ^ ; 

donc on a la formule 

T<p" — T?' as aEctF? — acot «A*[n (—A* sinM , A:, f) — F(A, <p)] , 

à laquelle nous n'ajoutons pas de constante, parce que le second membre 
s'évanouit lorsque Q=o ; quant au premier membre, U devient Tct — T(— «). 

Or, il est aisé de voir que l'intégrale = /"^E^, qu'on suppose prise 

à compter de p = o, reste le même quand on change le signe de 
et qu'ainsi Tp est une fonction paire de Donc , Ta = T(— a) , et 
ainsi le premier membre se réduit encore à zéro , lorsqu'on a <p = 0. 
187. Nous parvenons ainsi directement à l'équation 

(Q ) j cot*Aa[n( — A'siV», A, — F(A, f)] 
W; (=E*F(A, <p)-*T(A, 0 + *T(A, <0, 

qu'on aurait également trouvée, à l'aide des équations déjà démontrées, 



col sin* «, A, <p) -F(A, *)] J e(x _ a) 

loge* = T(A, f)-A*F^,*) + ilog.^. 

En effet, puisqu'on a = F(A, f), = F(A, a), il en résulte 

2HfL=4=F(A, «>)_F(A, .) = F(A, *'), 
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et en faisant les substitutions de x — a et x-j-a à la place de x dans 
iog@x, on en déduit 

* ,0 « P^V) =W k > -W*> + FF F (*> *) F (*» *)> 

ce qui donne encore la même formule 

cototA«[n(— A'sin'a, A, $) — F(£ , <p)] 
= E(*, «)F(A, f) H- ïT(A:, *') -iT(*, <p"); 

et, parce que le module k est commun à tous les termes, on pourra écrire 
plus simplement 

cot «A* [n(— A* siu* a, <p) — F<p]= E*F* -KT$>'— £ T<p". 

Si Ton change « en et f en c, le module k restant le même, chan- 
gera de signe, mais non T?', qui est une fonction paire de on aura 
donc 

cot M [n (— k* siu* <p , a) — Fct] = E^Fa -f- iTf — I Tf" : 

de là cette formule de transformation déjà connue , 

(88) cot*A*[n(— £W«, ?)— F<p]— cot* A'sin** , et) — F«] 

= E*F«J — EfFa, 

dans laquelle, si l'on fait ? = on aura, pour déterminer la fonction 
complète, l'équation 

col *&x [n' (— *• siu' *, k) — F'kj = EaV'k — E'AFa , 

qui s'accorde également avec la formule connue. 

188. 11 faut maintenant entrer dans quelques détails sur les moyens de 
calculer l'intégrale T(A, o?), et sur la figure de la courbe dont <p serait 
l'abscisse et T(&, e?) l'ordonnée; on va voir que cette courbe s'approche 
beaucoup de la simple parabole dont l'équation est Ajr = et qu'il y a 
entre ces deux courbes une infinité de points communs placés à distances 
égales dans le sens de la ligne des abscisses. 

Considérons d'abord les deux amplitudes 4 et , qui satisfont à la 

formule de duplication F (A, 4) = aF(A , f), nous aurons £t= 

n=f%H=>f%Hi donc 2 T*-iT4=/£ (a* - B+) 

= f^T^jr^y^ = — i log (> — *' sin* $). D'où l'on voit que lu 

ao.. 
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fonction T4 se déduit très simplement de la fonction T$, qui répond à 

une fonction ¥<p , moitié de la fonction F4 ; on aura , en effet , 

(89) T4 = 4T<p + log(,-*sin<f). 

Réciproquement, la fonction T$ se déduira de la fonction T4 par 
l'équation 

T<p = i T4 — i log (1 — h An* f). 
D'ailleurs, pour déduire <p de 4> on a Inéquation tang£4 = A f tan g <P > 
d'où résulte 1 - * sin< <p = j££ , et ensuite sin ? = m , ou 

>iny= t/0+^in4)+V(»-^io 4)- ïel,eS Mnl 169 formU,e, dc réduC " 
tion qui se rapportent à la duplication des fonctions de la première espèce. 

189. En second lieu, on peut tirer des fonctions complémentaires 
d'autres formules de réduction. Soit F? -f Fer c= F'*, on aura 

g+^^o^^ + F^-E'^^sin^sin^^l^A^f, et des 
équations T<p = Fjp,Ta = J % ^E<r = — /^E<r, on tirera T<p— T<r 

4-const. Si l'on fait (p = o, on aura y =: f v, et la constante = — T^tt ; 
donc, ayant supposé Ff-f- FffsF'A, il en résulte la formule 

(90) T(T=T±w+T<p — E'AF*-f-logA«>. 

Soit f=so, ou 0 = jw, celte formule donnera 

T;w — j F'ÀrE'A: — | log A 7 . 

On trouverait le même résultat en faisant car alors on a 

F? = iF'A et A?=i/#. 
Si dans la même formule on fait à la fois <p s # et a =— j ?r , on aura 

T<r=Tiw, F* = aF'A, a?=i; 

par conséquent , 

(91) Tw = aF'*E'*. 
Soit maintenant ¥ç -f- F4 = F?r= aF'A, on aura 

Ef+F^i^aE**, ^+4=7r, dç+d^sso, a<p=sa4j 

donc T^-T4=/(5E^-^E4)=/? f (E^E4) 
= /0. aE'* s aE'AF* -f- C. 



Digitized by Google 



DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 1 5 7 

Soit f = ï?r, on aura >\, = \ir; donc C = — aE'ArF'A; , et l'on a la 
formule 

(93) T?î=T(9r — <p)— aE'A(PA — F<p). 

Celte équation fera connaître la fonction depuis $={t jusqu'à 
en supposant qu'elle soit connue depuis 9=0 jusqu'à p = £ w; or, il n'y 
aura jamais lieu de passer cette limite quand on appliquera la formule (87) 
à la détermination de la fonction II (— Âr* sin* a, k, p). Mai» exami- 
nons quelle est la loi de progression de la fonction T$ depuis <p = ir 
jusqu'à 9 = 00. 

190. Si l'on change le signe de ? dans la formule (9a), on pourra , des 
deux équations, en tirer une troisième , savoir : 

( 9 3) T0r + <>)-f-T(ar — <p) = aT* -f- aTV. 

Dans celle-ci, faisons successivement ^ = |t, ir, 1 7T , ax, etc., nous 
aurons, en ayant égard aux résultats déjà trouvés, 

T ; w= £ PÀrE'À: — î log tir = aP*E"A, 

TÎ7r = Tï7r-f- aTw, T»= 4 T * r > 

T|w=TjT-f- GTtt, T3?r= 9 Tw, 

T?w=Ti9TH-iaTx, T4*=i6Ttt, 
etc. etc. 



11 s'ensuit que » étant un entier quelconque, on aura généralement 

(94) Y(^»)»(2S±l)Wi log Jr, T(«r) - «-T*. 
Si l'on imagine dune une parabole qui ait pour équation Ajr = «*, le para- 
mètre A étant — ou aF , AE ,ft » la courbe dont les abscisses sont f et les ordon- 
nées Tf, rencontrera la parabole dans tous les points où x est un multiple 
de w. Dans tous les points intermédiaires , l'ordonnée de la courbe surpassera 

l'ordonnée de la parabole de la quantité constante * log quantité d'au- 
tant plus petite, que le module k sera plus petit; mais en même temps 
le point de la courbe qui a pour abscisse (n-f-i)*", sera toujours situé 
au-dessous de la corde qui joint les deux points dont les abscisses sont mr 

et (n-f-i)w, la distance étant ^T* — i log A ',,ou-: F'*E'*~ J log^, quan- 
tité qui a pour limite log a. 

191. Si l'on suppose l'amplitude <p très petite, on aura, pour déterminer 
T?, la formule approchée 
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. (9 5) r*=f£E* = ï(>+w-*l^-,<), 

dont l'erreur ne se fait sentir que dans les termes de l'ordre?'. La parabole 
osculatrice de cette courbe aurait pour équation^* s—, et son paramètre 
serait égal à a. Dans la parabole que nous avons tracée, le paramètre 
A s aflftË^ ' ^ 681 ®B a ^ a a îo"<l u « * est tri» petit, parce qu'alors on a 
F'AE'A = j ; et lorsque * = sin 45*, on a A = i .9706. Ainsi on voit que 

même à l'origine des abscisses, les deux courbes se touchent et sont presque 
confondues, à moins que k ne soit très près de l'unité. 

Maintenant il est aisé de voir comment, pour une valeur donnée de 9 
moindre que |tt, on calculera la valeur approchée de l'intégrale Tp. Si 

l'amplitude <p est très petite, on aura T? s= + \ , l'erreur 

n'élSant que dans les quantités de l'ordre 

192. Pour ramener à ce cas celui où l'amplitude $ a une valeur quel- 
conque moindre que \7T f il faudra, par les formules de la bissection, cal- 
culer les amplitudes <p\ qui répondent aux fonctions ^Fç, 
f F<p, etc., et l'on parviendra bientôt à une amplitude assez petite pour 
que l'on puisse négliger les quantités de l'ordre (çr)' par rapport à 

ou les quantités (^"/ par rapport à l'unité. Arrivé a ce terme, où l'on a 
immédiatement la valeur de T(^), on remontera de chaque amplitude à 
l'amplitude supérieure, comme nous avons vu que l'on pent remonter de 
l'amplitude ? A l'amplitude 4 > ce qui se fait par la formule 

T(4) = 4T((p) + log(«-*«sin^). 

La multiplication par 4 appliquée à la fonction T$ pour en déduire 
T(4). »e répète autant de fois qu'il y a de termes dans la suite des am- 
plitudes calculées 0', p", etc.; mais le degré 3e l'approximation, rap- 
porté à uu terme fixe, est toujours mesuré par les quantités de l'ordre 

193. Pour donner un exemple de ces calculs de bissection, supposons 
qu'étant donnéTi*=siF'AE'A;-f-7log(J-,), on veuille avoir la fonction 

qui répond à l'amplitude telle que F? = i F'Ar; il faudra, dans les 
formules de duplication , faire 4 = > $,n * 9 — ""XI 5 ' ce <l ui donnera 
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Tç = iF'ArE'*-ilog^; 

semblablement , si l'on prend l'amplitude telle que F$' = ±PA, on 
trouvera 

T*' = £ T'kE'k — rV log ^ -ilog(i -*'sinV)j 
formule où il restera à substituer la valeur 

«n'A' — V(' 

194. Ces méthodes feront connaître la valeur de toute fonction proposée 
T(A, ^ ) dont le module donné est k y et dont l'amplitude <p est prise à 
volonté de o à £ w. Mais s'il s'agit de la construction d'une table , il serait trop 
long de calculer chaque terme par les procédés indiqués, et Ton ne pourra 
que d'appliquer la méthode des ordonnées moyennes à la for- 



mule intégrale / ^ Ep, comme on l'a fait dans la construction de la table IX 

pour les fonctions de la première et de la seconde espèce, représentées par 

les intégrales J'^ fd$t^. 

On se proposera donc semblablement de calculer la table des fonctions 
T(£, 9), pour toutes les valeurs, de degré en degré, tant de l'angle du 
module que de l'amplitude , depuis o* jusqu'à 90*. Pour cela, il faut avoir, 

pour chaque demi-degré du quadrant, la valeur de — , qui représente l'or- 
donnée moyenne employée dans le calcul. Et parce que la valeur de E$ 
n'est donnée immédiatement , dans la table IX, que pour les degrés en- 
tiers, on pourra se borner, dans une première opération, à construire la 
table de a en a degrés d'amplitude , sauf à intercaler ensuite une moyenne 
entre deux termes consécutifs , si Ton veut étendre la table à tous les de- 
grés d'amplitude. 
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$ XI. Solution (Tune difficulté relative à la démonstration 
de V équation (44) de tort. i56. 

195. Nous sommes parvenus, dans l'article cité, à une équation dont les 
deui membres étaient des fonctions semblables, l'une de x, l'autre de 
x-\-ï*; celle équation pouvait être représentée par = 
Nous en avons conclu que chaque membre est une quantité constante; 
et comme Qx s'évanouit , ainsi que 0(x -f- { w), lorsque x = o , nous 
avons cru pouvoir foire en général 0x=o, ce qui est l'équation (44)- 

On peut opposer à cette conclusion que deux fonctions telles que 9x 
et ♦ (x -f- ;w) , pourraient être égales pour toutes valeurs de x, même 
devenir nulles simultanément pour un certain nombre déterminé de va- 
leurs de x t sans cependant se réduire à xéro pour une valeur quelconque 
de x. Par exemple , si la fonction far était composée d'un ou plusieurs 
termes de la forme A sin 4 mx > m étant un nombre entier, on pourrait 
substituer x -f- \ it à x , sans changer la fonction ; de sorte qu'on aurait 
toujours Qx as ♦ ( * -f- 1 w) : de plus, les deux fonctions s'évanouiraient 
pour toute valeur de /\x égale à un multiple de tf, et cependant on n'au- 
rait point en général Ox = o. 

Pour résoudre cette difficulté, nous aurons recours aux formules de du- 
plication que nous avons rapportées dans l'art. 159; et d'abord il faut 
prendre, dans l'art. i5i , la formule (39), où l'on mettra ax à la place de 
x , ce qui donnera 

C"eax = 0<x— A<x. 

1 

Nous avons d'ailleurs sin f = ^ ; ainsi , en substituant la valeur 

I 

Ax = k l ©x sin 9 , nous aurons 

G'Gax = ©*x ( 1 — k* sin* 9 ). 
Cette équation, étant diflerentiée logarithmiquement, donne 

Si l'on fait ensuite F4 = aF$, on trouvera aisément, par les formules de 
l'art. i58, que l'équation précédente peut être mise sous la forme 

11 en résulte par conséquent «x = ^*(xx), seconde propriété générale 
des fonction» qui doit être combinée avec la propriété déjà connue 
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♦x s *(x -f- Jw); elles supposent toutes deux que le module k resle 
le même pendant que x varie. 

Or,onaF*=^ et E*=/ 2 -^p=/^ (i-*£> Ainsi, 

on voit que la quantité *x, qui représente le premier membre de l'équa- 
tion précédente, peut être développée en une série procédant suivant les 
puissances ascendantes et impaires de x j de sorte qu'on aura 

*x s Ax + Bx» •+- Cx* •+- Dx 7 -f- etc. , 
A, B, C, D, etc., étant des coefïicieos conslans : mais alors on aurait 
aussi 

G (ax) ss a A* -f- a'Bx* -f. a'Cx 5 -f- a'Dx' + etc. j 

et de l'équation Qx = (ax) on conclura B = o, C = o,D = o, etc. Il 
resterait donc simplement *x=Ax, valeur qui ne s'accorde avec la se- 
conde équation $x = G(x-t-ïw) qu'en supposant A = o; donc on a 
généralement l'équation 4>x = o, que nous voulions démontrer. Mais 
il y a encore une manière non moins satisfaisante de parvenir au même 
résultat. 

196. Dans l'équatiou (35), mettons q* à la place de 7 , et ax à la place 
de x, nous aurons 

(^Ky efo ax) = 0(y, x) efr, i*— x). 
Comme on a d'ailleurs 

V/(,-A-sin^)=(^%l^, 

et par conséquent 

0 ( 9 , :- » + «)= * efo , x) (1 — .m- *)* = 0 (?,**■- x) , 

l'équation précédente pourra s'écrire ainsi , 

efo ax) = ©•(,, x) (,-A- sin'^ , 
cl sa différentielle logarithmique sera, en supposant dQfa, x)=Q'(<j y x)dx, 

idx&' (tj , x) adx®' (7', *x) £V<psin y cos? 

©(?% »*) ~ > — ' 

Si l'on substitue dans ce résultat la valeur = — A(Ar, f), on en déduira 
l'équation 

©' (7 , *) e' (g*, ax) K* 1 »i n»cos? 

D'un autre côté, nous avons (art. 167) l'équation 

Tome III. ai 
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et , en comparant les seconds membres de ces deux équations , on s'as- 
sure aisément qu'ils sont égaux; car, suivant l'art. 63, tome 1", on a 

sin ^ = T^Tji • ^ Il reste donc a faire voir quon a 

i^-p = KA l ; c'est ce qui résulte des valeurs connues K = (i-f-A°)K°, 
A' = ^^.y Donc on aura l'équation 

où Ton remarque que le second membre n'est autre ebose que le premier, 
dans lequel on mettrait A* et f • à la place de A et car celte substitution 
exige qu'on mette en même temps y' et 2X à ia place de y et x. 

Cela posé, si l'on désigne le premier membre par 0(A, le second 
membre sera , et l'on aura *(A, f) = * (A*, Par la même rai- 

son, on aurait *(A% ?°) = G(A'% <p» e ), <1>(A", <p") = G(jf -, <p— ), etc. ; 

donc on aura en général *_(A, ç) =s 0 (A**, ^*). Supposons que la suite A , 

A", A°°, etc., soit prolongée jusqu'à un terme A**, qu'on puisse regarder 
comme négligeable, ou même infiniment petit, alors la valeur de y, cor- 

pondante au module A*, sera le terme de rang fx dans la suite y*, y 4 , 
y', etc., et par conséquent sera y***; d'où l'on voit que ce terme sera en- 
core beaucoup plus négligeable que AT : et puisqu'on a 

©(r » * *) 

on pourra , dans le second terme , faire 

Ô(y^, a'x) = i , et e'(y^, a**) ss o ; 

ce q« réduit la valeur de 0(A", f) au premier terme ^G(A", tf ) 

= ^-[E(A^, — « , F(AT, çf)]. Mais dans ce cas, où A'' est censé in- 

nniment petit, on a K fl =j7r — E'ff, £ = i ; ou a de plus 

E(A /, ,^)=F<A^,/)=/; donc 0(A^,^) = o: 
donc on a en général 0 (A , <p) = o , ou 

T K c(M)-:-£fj=o. 
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§ XII. Démonstration d'une formule générale qui s* applique 
à un grand nombre de transcendantes. 

* 

197. Considérons l'intégrale ^x=. j* ^— Z^L— . y dans laquelle fx et 

fx désignent des fonctions entières de x. Cette intégrale se rapportera 
aux fonctions elliptiques tant que la variable x ne passera pas le 4* de- 
gré dans <px t mais au-delà de ce degré elle désignera des transcendantes 
d'un ordre de plus en plus élevé. Il s'agit de faire voir que toutes ces 
transcendantes jouissent d'une propriété générale analogue a celle que nous 
avons trouvée , pour les fonctions elliptiques, dans le ebap. XVI, tome l", 
du Traité précédent. 

Pour cela, supposons que la fonction entière Qx est le produit de deux 
autres fonctions aussi entières , que nous désignerons par <p,x et $ t x , de 
sorte qu'on ait fx = Q,x . fgX. Soient en même temps ftr et 6,x deux 
autres fonctions entières de x, ainsi exprimées, 



6x = a„ -f- a,x H- ajc û -f- a^x*. . .-f- a«JC", 
Co + c,x H- c.x* "f~ c^x-, 



lesquelles satisfassent à l'équation 

(3) (x)'8 9,x — (G.x)*?.* = (x — x,) (x — x.) {x — x,) . . . (x — xj . 

11 faudra donc que le premier membre, développé suivant les puissances 
de x, donne identiquement le même polynôme en x, du degré ft, qui ré- 
sulte du développement du second membre. Quant aux coediciens a, y a,...a M , 
c 0i c t ...c mi qui entrent dans les fonctions 8x, (^x , ils sont supposés 
fonctions d'une même variable jr indépendante de x, et cette variabilité 
n'est point partagée par les coefficiens contenus dans les fonctions f,x et 
f.x, lesquels doivent être considérés comme constans, ainsi que la quan- 
tité « comprise dans le dénominateur x — a. 

Cela posé, nous nous proposons de démontrer qu'on aura généralement 
l'équation 

f «.4 (*•) •+• f «4 *.+ f «4- r » ■+• v+av 

C étant une constante et fl(X) désignant le coefficient de - dans le dé- 
veloppement, suivant les puissances descendantes de x, de la fonction 
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Quant aux coefficiens *.,...£,,, ils doivent être -f-i ou — i , selon les 
différens termes 4-*\> 4 jr «>« • • 4 a >> auxquels ils sont affectés. Voici main- 
tenant l'analyse qui conduit à la démonstration de ce théorème général. 

198. Appelons P(x) le polynôme en x du degré ft, qui forme le pre- 
mier membre de l'équation (a) , et supposons que x désigne l'une quel- 
conque des quantités x,, x,, X*, ...x^; celte supposition donnera 

P(x) = o. Soit^ = P'x, ia différentielle de l'équation P(x) = o, 

prise tant par rapport k x que par rapport à la variable jr t qui entre 
dans les coefficiens des fonctions Or et 8,x, 



F'x.dr + ¥£pd / = o. 

Et puisqu'on a Px = ô\rf ,x — 8îx0,x, la différentielle de celte quantité, 
par rapport à j t sera 

(a<p t x8x.^ — a<p.x8,x^) djr j 

de sorte qu'on aura 

P'xdx = ( a*.x8,x *g - a*,x8x dj ; 

mais, d'un autre côté, comme on suppose Px = o, on aura 

c étant =fci, ce qui donne 

8xp,x = t^x^fr^x) = É fl,x^(<px), 
8,x?«x = tbx]/{$ x x<ptx) = t 6xv/(<px); 
donc, on a l'équation différentielle 

Vx.dx = (flx.^ - G.x ^) * , 

ou en distinguant par <f les différentielles des fonctions 6x , 8,X , prises 
par rapport à y seule, 

Vxdx r= a«i/(fx) (ôx^9,x — 8.x/8x). 
Multipliant de part et d'autre par «. . ^ . -^— t on aura 
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On a désigné par x l'une quelconque des quantités x,, x,, x,, . . . x^ ; 
» donc on fait successivement la même substitution pour toutes ces quan- 
tités, et qu'on ajoute tous les résultats, leur somme pourra être ainsi 
exprimée : 

Or, on va voir que l'opération indiquée dans le second membre fera dis- 
paraître entièrement la variable x, pour n'y laisser que la variable y ; 
alors, en intégrant les deux membres, on aura, d'un côté, Se^x, qui re- 
présente la somme des intégrales % t <\x % + «•4" r » + f A^»> • •+4»4>> et 
de l'autre une fonction en y qui ne dépend que des coefficiens compris 
dans les fonctions 6-r et 6,x. 

igg. Désignons par Ax la différentielle afx(6xJQ t x — 0,x/l)x); Àx sera 
un polynôme en x, d'un certain degré k y dont les coefficiens seront fonc- 
tions de y\ ce polynôme pourra être mis sous la forme Ax=A<t-f-(jp — a)A,x, 
A,x étant un second polynôme du degré k — i j nous aurons donc 

mais on a 

Pat as (* — X.) (et — x.) (a — x,). . . .(a — x,,) , 
et si l'on fait 

P« m — x, m — — xj — Xa ,» 

les coefficiens A,, A, ... A,, étant indépendant de a, on aura A, égal 
à la valeur de *~^ J| j lorsque *ss x,, cette valeur = j donc 

et réciproquement 
donc 

^t»—)^ 881 — k + *w 

Pour avoir le second terme de cette formule, j'observe que si, dans la 
suite trouvée pour la valeur de ~, on développe en série infinie chaque 
fraction — — , on aura 



i66 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

I I _ I I _. X I _ ** 

5- = -2»- H — : 2^7 — — 3 2 = — }- etc.; 

donc, 2 ^ est égal au coefficient de dans le développement de j~ 
fait suivant les puissances de - , ou bien à celui de £ dans le dévclop- 
pensent de De là on voit aisément que 2 ^ , où A,x est une fonc- 
tion entière de x, sera égale au coefficient de £ dans le développe- 
ment de la fonction ~, fait suivant les puissances ascendantes de ~. Or, 
on a 

A,x Ar A* 

Px (x—«)Px (x— -)Px> 

et la moindre puissance de i, comprise dans le développement du terme 
( x --^) p x > cst (jif*> ^ étant la plus haute puissance de x dans Px ; donc 

ce terme ne contiendra pas la puissance inférieure - , et Fou aura sim- 
plemen t 

2 Fx= n ((*-I)Px)' 
en désignant par II (X) le coefficient de j dans le développement de la fonc- 
tion X suivant les puissances ascendantes de -. 
200. Cela posé, nous aurons l'équation 



tfj-dr 



Le premier membre étant intégré par rapport à la seule variable x qu'il 
renferme, donne 2 «4*> expression qui équivaut a la suite 

e,4*. -f- r.4*« + '«4*» + ^4-V 

Pour intégrer semblablemcut le second membre par rapport à la seule 
variable y qu'il contient (car la partie affectée de la caractéristique II est 
indépendante de xj elle serait la même si l'on mettait toute autre lettre s 

à la place de x), j'observe que la différentielle v,—' ' — a pour intégrale 
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donc on aura enfin la formule générale 

Cette lot-mule, qui peut s'appliquer aux fonctions elliptiques et à une 
infinité de transcendantes plus composées , est due à M. Abel , qui Ta 
publiée dan* le Journal de M. Crelle, année i8a8, page 3 14. Nous dévelop- 
perons dans un autre Supplément quelques-unes des conséquences qu'on 
en peut déduire. 

Paris, le i5 ia»n 1839. 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 



§ I". Addition au § I e * du premier supplément. 

200. Le principe de la double substitution dont nous avons parlé dans 
l'art. 6 du i" supplément, nous a servi à démontrer fort simplement que 

x U 

l'équation y = - • y , dans laquelle les constantes fx et h sont déterminées 
par les formules (8) et (9), satisfait généralement à l'équation différentielle 

V(,-*^(.-A-x-) ,/(. - r) XiT^hr) ' et P ar conséquent » 

son intégrale F (A, Q) = f*F(A, 4)» ce qui est le théorème I w de 
M. Jacobi. 

Nous nous proposons maintenant de parvenir au même résultat sans 
supposer le principe de la double substitution , ou plutôt , en déduisant 
ce principe de l'analyse du problème; ce qui rendra notre démonstra- 
tion plus rigoureuse et plus conforme à celle qu'a donnée M. Jacobi dans 
le n° 127 du Journal de M. Schumacher. 

201. Reprenons, pour cet effet, l'équation y = - . ^ , trouvée dans 

l'art. 7 ; il faut prouver qu'en mettant au lieu de jc, et ^ au lieu de 

y , cette équation pourra subsister, pourvu qu'on donne à la constante h 
une valeur convenable. 

i x*_ 

En effet, par la substitution dont il s'agit, le facteur général — __ k ™\'m-* 

devient jr^n • ' ~ * *J. " ~ i donc la quantité ^ , formée du produit 

sin'ot 

1 V 

de plusieurs facteurs semblablement exprimés, deviendra j.^j , en fai- 

TOME 111. 22 
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saut, pour abréger, 

A=À*-'stu*a 1 sin<<t 4 sin 4 a t . . . . sin 4 ; 
x U 

et à la place de lequatton y — - . ^ , on aura 

i i i 1 V ft k\. x U 

J5J"-^'*; , Â , D» OU fyv' 

Or, il est visible que ces deux équations s'accorderaient entre elles si l'on 
avait A=u'À"A, c'est-à-dire en substituant la valeur de 

h = k? sin 4 «t, sin 4 « s sin 4 a s . . . . sin 4 
U est donc démontré que la double substitution de ~ à la place de x, et 

de ^ a la place de y, qui peut se faire sans donner aucune valeur à h 
dans l'équation différentielle 



dx dy 

x ).V(i — k x ) — ^'vo— .n-Vo — * 



pourra se faire aussi daus l'équation finie y — --rr, pourvu qu'on donne 

. t* 

à A la valeur qu'on vient de déterminer. 

x U 

Il faut se rappeler maintenant que l'équation y — -. ^ a été déduite de 
l'équation (4)» qu'on peut mctlrc sous la forme 

(.-^-y o+^-y 0*-— y 

Ainsi ces deux équations ne sont réellement qu'une seule et même équa- 
tion entre y et mise sous deux formes différentes ; et puisqu'on peut 
faire la double substitution dans la première équation , en donnant à h 
une certaine valeur, on pourra la faire aussi dans cette dernière, avec la 
même condition , ce qui donnera le résultat suivant : 

l * / 1 \ (1 — kx sin !•.)* (i-f*** *.0* (' — sin 

I -Â?= B l ,=F *i> • x' - ? ' 

^ 1 — — - — — 1 1 — 

sin' a p _, siii 'ï ? _j sin 1 *, 

1 — ' 

•y = ( — ») » k+~* sin* ce, sin' a, siu* a,. . . . sin» a,_, sin* 

202. Nous avons déjà remarqué qu'on pouvait changer à la fois le 
signe de x et celui de y} ainsi les deux équations précédentes, qui don- 



! 
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nent les valeurs de i — y et de i — donneront, avec le changement 

indiqué , celles de i -|- y et de i -+- Multipliant donc entre elles ces 
quatre valeurs, on aura le produit 

(« - r) 0 - ik) = (l - x%) 0 - ï4 )• cf£' 

où l'on a fait , pour abréger , 
T = PQ, 

^ 0 sin' «3 0 *iir«j) 0 sin**3 0 «in* <*,>_«) ' 

Q=(i — A:*x , sin*«,)(i — A\r'sin*«j)(i — tocsin* « s )...(i — A^sin'*,.,). 
De cette équation on déduit 

puis faisant X = - U, ou j = ^, on aura 

( V» — X»; (V* — /i'X«) = ( . — x*) ( i — A\r«) ~ T». 

La supposition ar = o donne X = o, V = i , T = i. Ainsi , dans ce 
cas, l'équation précédente se réduit à ÎPk % = k*fjL % ; c'est en effet ce qui 
résulte des valeurs trouvées de B, h et pt. On a donc plus simplement 

(V — X*) (V — A'X') = (i - x«) (i — T». 

Le premier membre est le produit des quatre facteurs 

V — X, V + X, V — //X, V+AX, 

qui sont des polynômes en x du degré p ; car cela résulte des valeurs 

V = (i — k*x* sin* (i — k % x % siu* a 4 ).... (i — à-*x* sin' *,_,), 

^ p 0 sii 1 0 0 "~~ *»n' a 4 ) 0 sin* ' 

où l'on voit que V et X sont des polynômes en x , le premier du degré 
p — i , le second du degré p. Nous avons donc 1 équation 

(V— X)(V+X)-V— *X)CV+*X)= B (i-*)(i+x)(i^.A a r)(i + *r)T% 

dans laquelle les quatre facteurs du premier membre sont premiers entre 
eux, puisque V et X, d'après les valeurs précédentes, ne peuvent avoir 
aucun commun diviseur. U est d'ailleurs facile de voir que chacun de 

22.. 
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ces facteurs est le produit d'un facteur simple par le carré d'un poly- 



nôme du degré £ — - ; car nulle autre supposition ne pourrait faire que 



chacune des quantités V — X, V-f-X, V — hX, V-f- hX , fût un po- 
lynôme en x du même degré p, et que le produit des quatre fût re- 
présenté par (i — x) ( i -+- x) (i — kx) (i -f- kx) T*. 

ao3. Il faut prouver maintenant que la valeur y = ^ satisfait à l'équa- 
tion différentielle 

d* iL d r 

En effet, on a d'abord 

V* — = V — X — . 

dx dx dx' 

Appelons , pour abréger , Z le second membre ; on aura , en désignant 
par c une constante quelconque , 

Z = (V - cX) d * - X. d(V ~ cX \ 

x ' dx dx 

Par cette équation , on voit que si V — cX a un facteur double tel que 
(a — il y aura nécessairement dans Z un facteur simple tt — €xi 

or, on a trouvé que tous les facteurs doubles qui entrent dans les quan- 
tités V — X, V-f-X, V — hX, V-f-AX, composent , par leur pro- 
duit, la valeur de T*. Donc la quantité Z est divisible par tous les 
facteurs de T , et par conséquent est divisible par T. Mais X étant un 
polynôme en x du degré p t et V un polynôme du degré p — i , la 

quantité Z = V ~ — X^ est un polynôme du degré up — 2. D'un 

autre côté, on sait que T ou PQ est un polynôme du même degré ap — 2. 

Donc Tp est une constante qui , étant nommée A, donnera Z = àT=V^. 

De là resuite mais on a trouvé T» = V*. [j'y^Z*^; 

donc 



ou 



1 _ V^-r)-V{ï-h -7*) 1 dy 
V» — x-).y(i — £x*) ~" A*<£r' 

djr xdx 



De plus, en faisant x infiniment petit, et négligeant les quantités de l'ordre 
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x% on a X=-, V = i, T=,, Z = V^ = donc A=-|s= i. Donc 

enfin l'équation algébrique ^ = û satisfait généralement, pour toute va- 
leur du nombre impair p, à l'équation différentielle 

dx djr 

et par conséquent à son intégrale F (A, = a*F(A, 4)- 

Cest en cela que consiste le principe général de transformation que nous 
voulions démontrer. 
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§ II. Construction géométrique par laquelle on peut multiplier 
h volonté la fonction de première espèce F(c, <p). 

ao4« Élant donnes le module c et l'amplitude <p, on peut trouver, par 
une construction géométrique assez simple, l'amplitude <p u qui convient à 
la fonction F(c, <p.) égale à «F (c, <p). 

Pour cela, sur la circonférence décrite du centre C (fig. i), avec un 
rayon égal à l'unité, prenez l'arc AM, égal à 2<p ou a<p, ; prenez ensuite, à 
compter de la même origine A et dans le même sens, l'arc AM, M, égal 
à 2^ g ; tirez la corde M, M,, et divisez en deux également l'angle A M, M, 
par une droite M,D, qui rencontrera eu D le rayon AC prolongé. Du 
point D comme centre, et du rayon DO perpendiculaire à la corde AM, , 
décrivez une seconde circonférence qui touchera les deux cordes AM, , 
M,M,. Cela posé, si du point M, on mène au petit cercle une troisième 
tangente MJVI,, qui rencontre la grande circonférence au point Mj, ce 
point Mj déterminera l'arc AM.M.M, = 2<p s , dont la moitié .p, servira à 
la triplicatiou de la fonction F(c, 0), de sorte qu'on aura 

F(c, <p 3 ) = 5F (c, <p). 

De même, si du point M 3 on mène une nouvelle droite M,M 4 , qui soit 
à la fois tangente au petit cercle et corde du grand , on connaîtra le point 
M 4 , qui détermine l'arc AM,M t M 3 M 4 = 2$ 4 . Continuant ainsi indéfini- 
ment, on formera un polygone dont chaque côté sera tout-à-la-fois ins- 
crit dans la grande circonférence et circonscrit à la petite. Ce polygone 
déterminera, par les sommets M,, M,, M 3 , etc., de ses angles succes- 
sifs, tous les arcs 2<p,, 2<p % , 2<p,, etc., dont l'origine commune est A, et 
qui, à compter du second, servent à multiplier la fonction Y(c, 
par les nombres a, 5, 4t 5, etc., jusqu'à telle limite qu'on voudra; 
d'où il suit que, par une construction géométrique très simple qui n'exige 
que la règle et le compas, on peut parvenir à déterminer l'amplitude <p m 
qui satisfait à l'équation Y (c , <p„) = nY {c , <p), n étant un nombre en- 
tier quelconque. On résout ainsi géométriquement un problème d'analyse 
qui présente d'assez grandes difficultés (tome I", art. 22). 

ao5. Les données dont nous avons fait usage dans la construction de 
la figure sont l'amplitude 0 de la fonction donnée et l'amplitude $ t de 
la fonction double F(c, 0,); mais on peut déterminer le centre D et le 
rayon DO du petit cercle par les données immédiates c et <p. 
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Soit, pour cet effet , AD = i -f- e et DO = /•; puisque l'arc AM, = ap, 
on a BM, — ir — 2ip, et l'angle A du triangle rectaugle ADO sera égal 
à — <p ; donc DO = r = (i 4- e) cos <p. D'un autre coté, la corde 

AM,= 3 si il p ; donc OM ,= ( i — e) si n p et tang OM,D= ^_ f . )sing l = cot p . 

Suivant notre première construction, l'arc AM,M, = ?<p t , et par con- 
séquent le reste de la circonférence AM, = aw — up, , ce qui donne 

l'angle AM.D = * — -j p,. Mais en faisant A = y'(t — c % sin 1 <p) , on sait 

que l'amplitude <p , se détermine par la foi-mule tang J- p s = A tang 0 . on 

aura donc c — A , ou c = et r == (î -f- e) cos <p = Lî?î_? f f or . 

mules au moyen desquelles les inconnues c et r se déduisent assez fa- 
cilement des données c et <p ; et, de cette manière, on évite l'emploi 
de l'amplitude <p t . 

On voit que les quantités e et r, qui déterminent le centre et le rayon 
du petit cercle, ne sont point constantes, et qu'elles varient avec l'am- 
plitude $ de la fonction qu'on veut multiplier. Il existe seulement entre 

ces deux quantités et le module c l'équation r* = (i -f- e)* — ; d'où il 

suit que e, distance des centres des deux cercles, est toujours plus petite 
que le module c° qui suit c dans l'échelle ordinaire, dont l'indice est a; car 

20G. Jusqu'ici nous n'avons fait qu'expliquer la construction de la 
figure, soit d'après les données <p et <5 a , soit d'après les données immé- 
diates c et p. Il faut maintenant démontrer que la construction du poly- 
gone dont AM, et M, M, sont les deux premiers côtes, donne effectivement 
les points qui répondent aux amplitudes sans cesse croissantes a<p, , 20,, 
afy, etc., par lesquelles la multiplication de la fonction F (c, <p) peut être 
opérée pour un facteur entier quelconque. 

Pour rendre la démonstration entièrement générale, nous supposerons 
qu'après plusieurs circonvolutions du polygone les deux sommets consé- 
cutifs M,, Mj représentent les extrémités des arcs 20,_,, 2<p». Si le po- 
lygone n'avait pas achevé une révolution pour parvenir du point A au 
point M. , l'arc AM,M, serait air — 20„_, ; si , pour arriver au même 
point M, , le polygone a fait i révolutions , le même arc AM 3 M, sera 
2t(i -f- i) — 2<p._,. Dans cette dernière hypothèse, qui s'appliqne à 
tous les cas, l'arc AM, sera pareillement 2?r(i + i) — a<p„. Joignes 
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DM., DM,, AM,, AM, , pour former les triangles ADM,, ADM, , 
DM.Mj. 

Dans le triangle ADM. , on a les deux côtés AD = î + e , 
AM. = 2 sin (ttï + yr — <p„_, ) = 2 sin <p._, cos <xi , et l'angle compris 

DAM, = <p._, — ï (2/+ 1) ; on aura donc le troisième côté par la formule 

(DM,)» = (1 -f e)» — 4e sin' = p*; 
on aura semblablemcnt 

(DM,)' = (1 4- «)' - 4e sin- *. = q\ 

Avec ces deux côtés, que nous appelons p et q, et le troisième.... 
M.Mj= 2 sin (ip, — ^._,) = ^, on trouvera l'aire du triangle DM,M 3 
par la formule connue 

s = i v\?r 90 — j* — (/»■— 9')*]. 

Cette même aire = 717; donc on aura 

Substituant les valeurs 

j = asin ($>.— <?._,), 
/»* + 9* = 2(1 + e)' — 4e (sin* p. 4- sin» $>„_,) , 

/>* — 9* = 4« (sin 1 4>. — sin* <P—) = 4« sin (p. -f- ?._,) sin (<p. — ?._,), 
on aura 

4r» = 4 (1 H- e)' — 8e (sin* + sin» <>_,) — 4 sin» («p. — <p„_,) 
— 4e» sin» (p. -f <p._,), 

ou 

r»=cos»(^— <¥>._,)+ 2Ccos(p.— <p..,)cos{<p.- r .^_,)-f-e , cos'(<p.-f-ç>._ f )i 
et en extrayant la racine carrée , on obtient ce résultat très simple 
r = cos (<p. — <p._ t ) e cos (<p B + ?„_,) , 

ou 

r = (1 -f- e) cos cos <p m _, -+- ( 1 — e) sin p. sin 

Maintenant, si l'on se rappelle que l'équation transcendante Fft—- Fr=Fp 
est satisfaite par l'équation algébrique 

cos /* cos v -f- sin fi sin ràtp = cos $ , 

on verra qu'en faisant fi = <p m et » = ç>._, , ce qui donne Ffi — F» = Ff 
les deux équations précédentes s'accorderont entre elles si l'on a 
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' , e = A (S et — — = cos <p. 

Or, ces deux équations sont précisément celles qui déterminent les deux 
quantités r et e; donc, en vertu de la construction géométrique que 
nous avons indiquée, deux sommels consécutifs du polygone indéfini qui 
en résulte sont tels, que si le point M, termine l'arc 2<p._, , le point 
suivant M, terminera l'arc zp n . Or, dans l'origine de la construction, on 
a désigné par M, le point qui termine l'arc ap, ; donc alors le point M s 
a dù terminer l'arc ; et ainsi , en prolongeant le polygone indéfini- 
ment, on obtient successivement toutes les amplitudes <p,, <p it <p v <p 5 , etc., 
qui servent à la multiplication de la fonction F(c, suivant l'équation 
générale F(c, 0„) = «F(c, p). 

Nous remarquerons que , pour ne pas tomljcr dans des cas où la cons- 
truction deviendrait embarrassante, on pourra toujours se borner au cas 
où l'amplitude donnée $ est moindre que {ir; car toute amplitude plus 
grande que peut être représentée par /7r±0, <p étant moindre que 
\ft'. alors la fonction correspondante = a/F'cdbF(c, 0), et cette fonc- 
tion, multipliée par n, serait a«/Fc zfc F(c, ^, ), en supposant.... 
F(c, <r.) = «F(c, <p). 

Lorsqu'on suppose <p — \ ir , le rayon du petit cercle r devient nul , 
et le polygone, dont le premier côté se confond avec le diamètre AB, a 
tous ses côtés superposés sur ce même diamètre ; alors la construction est 
sans objet, puisque la fonction F(c, <p) devient égale à la fonction com- 
plète F'c, et que la valeur p= îtt donne ^, = jw. 

207. Nous remarquerons encore que la construction géométrique que 
nous avons donnée d'après M. Jacobi, qui en est l'inventeur, pourrait ser- 
vir à trouver la valeur approchée de toute fonction F(c, ç), dont l'am- 
plitude est donnée, en faisant connaître son rapport avec la fonction com- 
plète F'c. Eu effet, si l'on continue la construction des diflérens côtés 
du polygone jusqu'à ce qu'on trouve dans la suite des sommets M,, M,, 
M 4 , etc., un point M. qui soit très près de l'une des extrémités du dia- 
mètre AB, il est visible qu'en comptant les circonvolutions du polygone, 
on saura combien il y a de demi-oirconférenecs dans l'arc a$„ terminé au 
point M.. Soit m le nombre de ces demi-circonférences, on aura donc à 
très peu près ap, — imr; par conséquent, F(c, (p.) ou wF(c, p) = roF'c 

et F(c, <p)= ™F'c, valeur facile à évaluer numériquement au moyen 

de notre table des fonctions complètes. 

Tome 111. a5 
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Dans tous les cas, il sera facile de tenir compte de la petite distance 
qu'il peat y avoir entre le point M. et l'un des points A et B , pour en 
déduire une valeur encore plus approchée de la fonction F(c, et 
par conséquent une de la fonction F (c , 

aoô*. Remarquons enfin que le polygone dont nous avons donné la 
construction sera rentrant sur lui-même, et par conséquent n'aura qu'un 
nombre de côtes déterminé, si la fonction F(c, $) est dans un rapport 

rationnel avec la fonction complète F'c. En effet, si l'on a F(c, P)=— F'c, 

m et n étant des nombres entiers, on aura F(c, 0.) = n¥(c, =mF'c 

= F (c, ^) , et par conséquent <p. = ~ f ou 2 p. = /»■*. 

Si m est un nombre pair, l'arc 2<p. sera composé d'un nombre entier 
™ de circonférences, et le point M., extrémité de l'arc 2^., reviendra au 
point A, où le polygone sera entièrement fermé; dans ce cas, le polygone 
n'aura que n côtés, formant — révolutions. 

Si m est un nombre impair, le point M. tombera à l'autre extrémité B 
du diamètre AB ; une moitié seulement du polygone sera formée, et il 
faudra doubler le nombre des côtés pour que le dernier, dont le rang 
est an, soit terminé au point A. Le polygone aura donc aw côtés for- 
mant m révolutions. 

Dans tout autre cas où le rapport de F(c, à F'c n'est pas ra- 
tionnel, le polygone aura un nombre infini de côtés, et il sera im- 
possible que deux sommets se rencontrent en un même point de la 
circonférence. 

En général , comme les côtés du polygone sont des cordes inscrites 
dans le cercle dont le rayon est 1 , lesquelles doivent être en même 
temps tangentes au cercle excentrique, dont le rayon est r, il est visible 
que ces cordes seront toujours comprises entre la plus grande, qui pas- 
serait par le point a, et la plus petite, qui passerait par le point b , ah 
étant le diamètre du petit cercle situé dans la direction du diamètre AB. 
Ainsi , faisant cos et = r — e et cos Ç = r -f- e, les côtés du polygone 
seront toujours compris entre un maximum 2sinct = 2t/[t — (r — e) 1 ] 
et un minimum 2 sin € = a^C 1 — ( r "f" c /]» on aura ^onc toujours, 
quel que soit le nombre entier n, 

<P. — <P.-. < * et *j. — <p._, > S. 
20g. Nous avons vu que m étant pair, ce qui suppose n impair = 21 -f-i 
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(car k friction ~ est censée réduite à sa plus simple expression^ , le peiy- 
li a pour sommets les extrémités des ans a^, , , aî, , est 

e de n cotés qui occupent on nombre - de circonférences. Daus ce 

polygone, il v a tonjoars un coté moyen qui passe par l'un des points «a 
et b, et qui est par conséquent un maximum ou uu minimum; ce côté 
moyen est celui qui joint le point M ir extrémité de l'arc „ avec le point 
M^,, extrémité de l'arc a*^,. 

En effet , le point M, situé d'un coté du diamètre AB, et le point M,_ t 
situé de l'autre coté du diamètre, sont toujours situes sur la même perpen- 
diculaire à ce diamètre, car on a F(c. ^F'c, F(c, e._,)= w *'"~ — F*c; 

donc F(c,^ + F(c,*.^)=mF'c=™F(c,^,, et par conséquent 

ç. -f- p,_ x = —tt, ou 2f x -f- a^,_, = - . ~rx. Cette équation exprime que, 

quel que soit x, le point M # et le point M»_ x , qui terminent les arcs a$>, 
et ap._, , seront toujours situés sur une même perpendiculaire au diamètre 
AB. Soit x = i, on aura n — x= i-f- 1 ; donc les deux points M,et M^, sont 
placés sur un même côté perpendiculaire au diamètre ; ej comme ce coté 
doit être tangent au petit cercle dont le rayon est r, il passera nécessaire- 
ment par l'un des points a et b : ce côté sera par conséquent un maximum 
ou un minimum. 

On voit en même temps que les arcs afy et 2$+,, qui déterminent les 
extrémités du côté moyen, peuvent se trouver directement par les équations 

m 

<Pi -f- <fc-M = 7»» 
«étant l'un des arcs a et £; on aura donc toujours 

m 

D'ailleurs, l'ambiguïté qui semble rester dans cette détermination dispa- 
raîtra bientôt, en observant que si m est pai renient pair, ou de la forme 

4ft, Tare ™ w, égal à afCTr, aura son extrémité en A , et qu'ainsi , dans la 

valeur — ir -f- » de l'arc , l'indéterminée « ne peut être que a. Au 

a3.. 
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contraire, si m est impairement pair, ou de la forme 4a*~t" 2, Tare — t, 

égal à ^fÂTTr -J-tt , aura son extrémité en B, de sorte que lare et ne pourra 
être que l'arc £, dont le double est sous-tendu par la plus petite corde. 
Ainsi, dans tous les cas, on aura la valeur des arcs 3<p ( et aft^, sans au- 
cune indétermination, et l'on saura que le côté moyen aft^, — af, est un 
maximum si m = 4/*» et un minimum si m = 4<* -f- 

a 10. Il serait possible que la construction géométrique que nous avons 
développée conduisit à quelque théorème intéressant, analogue au théo- 
rème de Côtes, par lequel on pourrait peut-être simplifier l'analyse as- 
sez épineuse qui sert à déduire 0. de ip , ou réciproquement 0 de p., ce 
qui est le problème de la multiplication ou de la division des fonctions 
elliptiques; mais nous n'entrerons dans aucune recherche à ce sujet. Nous 
nous bornerons à remarquer encore qu'après avoir formé la suite des arcs 
2<p,, 2<p tf 2<p) 2f>„, dont les extrémités sont les sommets du polygone 

rentrant qui répond à l'équation F (c, <p) = ™ F'c, si l'on forme avec 

les termes de rang pair la nouvelle suite 2?,, a? 4 , 2$ s , etc., cette suite 
représentera celle qui servirait à construire le polygone correspondant à 

la valeur F(c, 0) = — F'c. Ce polygone ne serait plus circonscrit à la cir- 
conférence dont le rayon est r, mais, par la nature des choses, il jouit de 
la propriété d'être circonscriptible à une circonférence plus petite. 

De même , si l'on prenait de trois en trois les termes de la série initiale, 
ce qui formerait la série 2p s , a0 6 , a^ 9 , etc., celle-ci répondrait à la valeur 

F(c, 9) = — F'c, et il en résulterait un nouveau polygone circonscrip- 
tible à une circonférence plus petite que les deux autres, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on ait épuisé les n — 1 combinaisons possibles. 

Ainsi, on voit qu'une seule construction appliquée à la valeur 

F(c, <p) = - F'c, contient implicitement toutes celles qui conviennent à la 

valeur F(c, ^) = — F'c, m étant un nombre entier quelconque moindre 
que n. 
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§ III. Théorème général donné dans le § XII du deuxième 
supplément. Classement et propriétés générales des trans- 
cendantes comprises dans ce théorème. 

311. Les nombreuses applications que nous avons à faire du théorème 
donné dans le § XII du deuxième supplément, exigent que nous rap- 
pelions ici, avec quelques développemens, les formules générales par 
lesquelles il est exprimé. 

Désignons par 4x l'intégrale J^-JÎ-^L—; , dans laquelle fx et fx 

sont des fonctions entières de x, c'est-à-dire des polynômes en x d'un 
degré quelconque. Cette intégrale aura une origine constante, détermi- 
née dans chaque cas particulier , de sorte qu'elle ne dépendra que de la 
variable x, qui est sa seconde limite. 

Il est inutile d'examiner ce que devient cette intégrale lorsque le po- 
lynôme ($JC ne passe pas le second degré; car on sait que, dans ce cas, 
elle peut toujours s'exprimer en partie algébriquement, en partie par 
arcs de cercle ou par logarithmes. Elle s'exprime par des fonctions el- 
liptiques lorsque le polynôme Qx est du troisième ou du quatrième de- 
gré; mais, passé le quatrième degré, elle désigne des transcendantes d'un 
ordre de plus en plus élevé. Toutes ces transcendantes jouissent d'une 
propriété générale, analogue à celle que nous avons trouvée pour les 
fonctions elliptiques dans les chap. IX et XVI du tome I ,r ; et c'est 
dans cette propriété que consiste le théorème dont les formules suivantes 
sont l'expression. 

212. Supposons d'abord que la fonction Qx soit décomposée en deux 
facteurs réels ç t x et Çjc, en sorte qu'on ait <px = <p % x.^x. Désignons 
ensuite par 8x et 0,.r deux polynômes complets en x, ainsi exprimés 

. . ( ôx = a -f- a t x ajc* -+- tf«x\ 

\ e,x= c -f- c,x -f- c.x' H- c^r-, 

et supposons que ces polygones satisfassent, pour toute valeur de x, à 
l'équation 

(a) («x/f.x — (8,x)*<p.x = (x — x,) (x — xj (x — x s ) . . . (x — x M ) ; 

il faudra donc que le premier membre, développé suivant les puissances 
de x, donne identiquement le même polynôme en x que produit le dé- 
veloppement du second membre. 
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De là résulteront des équations, au nombre de fi -f- i, entre les coef- 
ficiens a, c, a,, c,, etc., et les quantités x,, x„ x, x H , considé- 
rées comme des valeurs particulières de la variable x. Ges équations 
seront toujours en nombre suffisant, non-seulement pour déterminer les 
divers coeiïiciens a, c, a,, c,, etc., en fonctions des quantités x,, jt,, 
x,.... x h , mais encore pour établir, entre ces dernières seules, des équa- 
tions qui permettront d'en déterminer un certain nombre par le moyen 
de toritcs les autres, restées entièrement arbitraires. 

21 5. Puisque , en vertu des équations dont nous venons de parler, les 
coefliciens des fonctions &r, fl.x sont fonctions des quantités restées ar- 
bitraires dans la série x lf x x,,, on peut les faire varier, par rap- 
port à une quantité jr liée d'une manière quelconque avec ces arbitraires. 
Cette variabilité, au reste , n'est pas partagée par les coefficiens contenus 
dans les fonctions jx, <p t x, <p % x, lesquels doivent être considérés comme 
constans, ainsi que la quantité * comprise dans le dénominateur x — a. 
C'est sur ces principes qu'on a obtenu , dans le § XU du deuxième supplé- 
ment, l'équation générale 



i- 



«,4*1 •+" f A x » H- fr\>x s -f- Vt x /« 



C étant une constante, et n (X) désignant le coefficient de ^, dans le dé- 
veloppement fait suivant les puissances descendantes de x, de la fonction 
y _ Jx i flxy/(»,r)H-6,JV/< »^) 

t^uant aux coefficiens €, , f,.... f,, , ils ne peuvent être que i ou — i, 
suivant' les différens termes 4 jc i » 4- r » ,> " 4* z > «u*qt>els ils sont affectés. 

Le premier membre de l'équation (3) peut être désigné par 24'.*» cn 
entendant par ce symbole la somme des fonctions ^x, . 4 X «' • • • 4 Jc f » 
prises avec les signes convenables, suivant les cas particuliers; le se- 
cond membre est composé, en général, de trois parties, dont une ou 
deux peuvent disparaître , suivant la nature de la fonction Jr. Nous de- 
vons maintenant entrer dans quelques détails sur les diverses transcen- 
dantes contenues dans l'expression générale de -^x. 

at/|. Ces transcendantes peuvent être classées convenablement, d'après 
le plus bant exposant de «-contenu dans le polynôme <px. 

On regardera comme première classe, ou classe n° i, celle où l'ex- 



Digitized by Google 



TROISIÈME SUPPLÉMENT. ,35 
posant le plus grand de x dans <px est 3 ou 4- Celle classe comprend 
généralement les trois espèces de fonctions elliptiques. 

La seconde classe, ou la classe n° 2, sera celle où le plus haut exposant 
de x dans <px est 5 ou 6. 

La troisième celle où cet exposant est 7 ou 8; et ainsi de snite. 

D'après cette énumération, le polynôme <f>x peut être indifféremment 
du degré pair ai ou du degré impair inférieur ai — 1 , et la fonction 4«r 
appartiendra toujours à la même classe, dont le numéro est 1 — 1. 
Kn effet, on peut toujours ramener le cas du degré ai — 1 à celui du 

degré ai ; il sullit pour cela de faire x = — , y étant une constante à 

1 t* y y 

volonté , et la transformée de -^— ^ contiendra un radical y/(*r), 
dans lequel <t>y sera un polynôme du degré ai. 

ai5. La division indiquée est d'autant plus admissible, que chaque 
classe est distinguée de toutes les autres par une propriété particulière, 
qui rend impossible la réduction d'une classe quelconque à une classe in- 
férieure, sauf quelques cas particuliers. 

Dans toutes les classes on peut, à partir d'un certain minimum, aug- 
menter à volonté le nombre des fonctions comprises dans le premier 
membre de l'équation (3), c'est-à-dire que le nombre des valeurs particu- 
lières de x, avec lesquelles on forme un pareil nombre de fouctions, peut, 
à partir d'un minimum déterminé, être aussi grand qu'on voudra; mais 
parmi toutes ces quantités, dont le nombre est désigné par u., il n'y en a 
qu'un certain nombre qui puissent être prises arbitrairement, et celles-ci 
serviront à déterminer toutes les autres. Or, dans les différentes classes, le 
plus petit nombre possible des non-arbitraires est déterminé, pour cha- 
cune, comme il suit : 

Dans la première classe ce nombre est 1, dans la seconde il est a , dans 
la troisième 3, et ainsi à l'infini. 

En effet , prenant à volonté le nombre n qui détermine- le degré du 
polynôme flor, que l'on suppose complet, si l'on appelle A le degré du 
polynôme Qx, A, et A, ceux des polynômes Ç t x et ^.x, on pourra tou- 
jours prendre le nombre m qui détermine le degré du second polynôme 
complet fl.x, de manière que les deux nombres an -h A,, am-f-* t , qui 
expriment les degrés des produits (Qx)y,x et (fl,x)'p*r soient égaux, 
ou ne diffèrent au plus que d'une unité, le second étant le plus petit 
des deux. On aura donc en général u. = an -f- A, , et en particulier 
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= m -f- n -f- ^ si A est pair, et = m -f- « -j- ^-j— • si A est impair. 

Or, le nombre des conditions fournies par l'équation (a) est en général 
/* -f- i, sur quoi il faut prendre m-f-« + a équations, pour déterminer 

les diflërens coefliciens c, a, c,, a, , etc. ; il restera donc £ — i équations 

si A est pair , et ^—-^ — i si A est impair , au moyen desquelles on 
pourra réduire d'autaut le nombre des quantités x lt jt„ jc s . . . . x M . Jl y 
aura donc parmi ces quantités nn\ nombre ^ — i ou — i d'auxi- 

liaires, qui se détermineront par le moyen de toutes les autres, restées 
entièrement arbitraires. Ces combinaisons offrent le moindre nombre 
d'auxiliaires que la nature de la question comporte, comme on peut 
s'en assurer en donnant à m des valeurs qui rendent la différence. .... 
(2/1 -f- A,) — (2'N plus grande que l'unité. 

11 suit de là qu'il n'y aura qu'une auxiliaire si l'on a A = 3 ou A = 4» 
ce qui est le cas des fonctions elliptiques, c'est-à-dire de la première 
classe de nos transcendantes; que le nombre le plus petit d'auxiliaires 
sera 2 si l'on a A = 5 ou X — 6, qu'il sera 3 si l'on a A = 7 ou A = 8, et 
ainsi de suite. 

Dans la première classe , qui est celle des fonctions elliptiques , la 
moindre valeur de fi est 3. En effet, si parmi les transcendantes de cotte 

classe on considère la plus simple, ,J , désignée autrement par F^>, 

on sait qu'on peut toujours satisfaire, par une équation nlgébrique , à 
l'équation transcendante Fp, -+- Fp, — F^ 3 = o; c'est-à-dire qu'étant don- 
nées les deux amplitudes et ç., on en trouvera algébriquement une 
troisième fc,, telle que l'équation F<p, ■+- ¥<p m = F^ 3 soit satisfaite. En 
changeant simplement le signe de <p» , on satisfera également à l'équation 
Fp, — Fp, = F^ 3 . Dès lors, on voit qu'étant donné un nombre quel- 
conque de fonctions elliptiques de la première espèce, on pourra trouver 
algébriquement une seule fonction égale à la somme des fonctions données, 
affectées d'ailleurs de tels signes qu'on voudra. Ainsi , dans le cas de la 

/* dx 

fonction 4^ = J y(g X ) » ou ^ e P°ly nontie 9 X es * du 3' ou du 4* degré, 
tous les termes du premier membre de l'équation (3) pourront être pris, 
avec des signes quelconques, hors un seul, dont l'amplitude sera dé- 
terminée par celles de toutes les autres, de manière que la somme de tous 
sera égale à zéro. 
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ai6. Dans une classe quelconque dont le numéro es! N, la moindre va- 
leur de ft est N -f- i ; c'est-à-dire que le nombre des variables x, , x,..^, 
comprises dans le premier membre de 1 équation (5), ne peut être moindre 
que N -f- i , afin qu'il y en ait au moins une d'arbitraire, les autres étant 
déterminées par le moyen de celle qui peut variera volonté (*). Cette loi 
ne s'applique cependant pas à la première classe, puisqu'on a vu que, 
dans ce cas , le nombre des ternies compris dans le premier membre de 
l'équation (3) ne peut être moindre que 3. 

Il y a une infinité d'hvpothcses sur les valeurs des fonctions 0.r, Q,x, 
qui peuvent réduire à N -f- i le nombre des termes du premier membre 
de l'équation (3); car il n'est pas nécessaire pour cela que le second 
membre de la même équation se réduise à la forme 

(X — X,) (x — X.) (JT— x y + t )r 

ce qui supposerait ft = N -f- i ; il suffit que ce second membre puisse 
se réduire à la forme 

x"~*~' (x — x,)(x-- x.)....(x — * K + f ); 

car alors yu sera d'une grandeur quelconque , et toutes les variables dé- 
signées par x^ f + 3 '•" x^ étant nulles, le premier membre de 
l'équation (3) ne contiendra que les fonctions ^.x,, *\,x t .... ^x^ , 
dont le nombre est IN > » et parmi les quantités x,, x, ... . -^ N+ , il 

n'y en aura qu'une d'arbitraire, qui servira à déterminer les autres, dont 
le nombre est N. 

317. L'examen approfondi de ces sortes de transcendantes fournit en- 
core un résultat très remarquable. 

Si l'on prend pour 4* 3cr ' a pl us simple des transcendantes $x, c'est- 
à-dire celle dans laquelle fx = x — *, et qui se réduit à l'intégrale 
dx 

, <px étant un polynôme en x du degré A, le premier membre 



va**) 

de l'équation (3), dans lequel on déterminera convenablement les signes 
des difiërens termes, se réduira toujours à une constante, quel que soit 
le nombre des termes de ce premier membre; car on voit aisément 

(*) On pourrait,» la rigueur, réduire ce nombre 4 N, en «opposant que la quantité ar- 
bitraire x, Oit infinimeut petite, quoique variable-, car alors Jx, disparaîtrait dans le 
premier membre de l'équation (3), et la comparaison ne t'établirait par celte équation 
qu'entre N fonctions. 

Tome III. 24 
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que, dans ce cas, la quantité désignée par n (X) s'évanouit, ainsi que la 
quantité logarithmique que cette formule contient. Mais ce qui mérite 
surtout de fixer l'attention, c'est que l'équation 24.x = C étant trouvée 
pour la fonction simple ^oX, on pourra toujours en déduire facilement 
l'équation semblable qui a lieu pour toute autre fonction -^x comprise 

dans la formule 4* = f( x J^ {fx y 

Il suffira, pour cet effet, que chaque terme 4»* de la somme ^«x, 
devenu 4' <1 &DS la somme 24', conserve le même signe si le facteur 

j—-^ est positif, et change de signe si ce facteur est négatif. Avec cette 

seule modification, la nouvelle somme 1\t sera, sans aucune indéter- 
mination, égale au second membre de l'équation (3), lequel est com- 
posé d'une partie constante, d'une partie algébrique et d'une partie lo- 
garithmique, réunies toutes les trois ou réduites à un moindre nombre, 
suivant les difiërens cas. 

218. La propriété dont on vient de parler semble établir une diffé- 
rence essentielle entre les fonctions de la classe N en général et celles 
de la première classe, qui sont des fonctions elliptiques. Dans celles-ci, 
on peut former à volonté le premier membre de l'équation (3), en fai- 
sant varier de toutes les manières possibles les signes des différens termes, 
excepté un seul, dont la variable x^ ou sin fy, peut être déterminée par 
toutes les autres, de manière que le second membre soit uon-seulcment 
constant, mais nul. 

Cette équation, une fois formée pour les fonctions F, s'appliquera, sans 
aucun changement de signe , aux fonctions E de la seconde espèce et 
aux fonctions n de la troisième. 

Dans les fonctions de la classe N, en général, les variables étant prises 
de manière que sur le nombre total p il y en ait (x — N arbitraires et 
N non arbitraires ou auxiliaires , lorsqu'on aura une fois déterminé les 
signes des différons termes, pour que, dans le cas de la simple fonction 

'^* X ~ f~Vtix) ' ' a sorome de toutes *>>* égale à une constante connue, 
on voit que ces signes détermineront ceux des fonctions composées , 
dont la somme, désignée par 24-r, «g a,c a « second membre de 
l'équation (3). 

De là il parait s'ensuivre que la somme 2.~\x ne serait connue et déter- 
minante que pour une certaine combinaison de signes, indiquée par la 
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somme semblable appliquée , pour les mêmes valeurs particulière* de x, à 
la fonction simple 4«^< 

Mais il faut observer que le problème qui détermine les ooefliciem de» 
fonctions flx et fl,x, par le moyen des fx — N valeurs particulières de x , 
aura toujours, en quantités réelles, autant de solutions qu'il est nécessaire 
pour que les fonctions composant la somme Z^„x s'y trouvent dans toutes 
les combinaisons possibles des signes. Ainsi , la somme designée par Z-nJx 
s'exprimera, dans toute combinaison des signes du premier membre, par 
des quantités algébriques et logarithmiques. Il arrivera seulement que les 
auxiliaires seront différentes dans les différentes combinaisons, et que 
quelques-unes d'entre elles pourront être imaginaires; ce qui donnera 
toujours une solution analytique, mais plus difficile à vérifier. Ces pro- 
priétés, au reste, ne peuvent être indiquées ici que très 
nous leur donnerons ci-après de plus grands développer 

219. 11 nous reste enfin à faire observer que les transcendantes dont 
nous nous occupons jouissent, dans chaque classe, de la propriété de se 
diviser en trois espèces, comme les fonctions etliptiques. 

Les fonctions de la première et de la seconde espèce résultent de la sup- 
position Jx = x' (x — <t) ; elles sont donc ooraprises dans la formule $é- 

nérale -*Lr = J ^/{px) ' el il esl facilc de voir ^ <œtte formule est sus- 
ceptible de réduction lorsque l'exposant e est égal à A — 1 ou plus grand 
que A — 1. 

En effet, soit Z un polynôme complet en x du degré r; soit, pour abré- 
ger, Z' = ^ et <p'x — ^ , on aura 

rf[Zi/(»x)] Z'ax + j Vi 

<** "~ V(9x) ' 
Les coefEciens du polynôme Z étant au nombre de r-H, on jpourra faire 
en sorte que la quantité Z'^x -h ^ Zp'x se réduise aux seuls termes 

x" — .B x k ~' — B jz~ 3 . . B,x — B.. 

Ji — 1 x — s 

Pour cela, il faudra faire r= e — A-rf- i, .et 4es r-4- 1 coefficiens du po- 
ajnome Z fourniront autant d'équations qu'il est nécessaire pour que la 
réduction dont il s'agit ah lieu;<on connaîtra ainsi tant la valeur du poly- 
nôme Z que celle des nouveaux eoemoiens B _ a , B _ .. .<B # . Gek fait, 

/' x*dx 
V(f2)'* on anra 
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T, = r W{<px) + B.T. + B,T, + B.T -f B x _J à> . 

De là on voit qu'il suffit de considérer dans l'intégrale J* *^ les seuls 

cas où l'exposant e ne passe pas A — a. Ce résultat est général , et il 
s'applique aux transcendantes de toutes les classes, à compter de la 
seconde. 

aao. Pour distinguer maintenant les valeurs de e qui appartiennent a 
la première espèce et celles qui appartiennent à la seconde, il faut exa- 
miner la manière dont se forme la quantité n(X), d'après l'énoncé du 
théorème général ; et si l'on se rappelle qu'entre les nombres n , m, A , 
A,, A,, qui désignent les degrés des polynômes Ôx, 6,x, <px, 0.x, <p*x, on 

a trouvé ci-dessus l'équation A, -+- n — m = ~ ou , selon que A 

est pair ou impair, on parviendra aisément à la conclusion suivante : 

Si l'exposant e, non plus grand que A — a, est plus petit que £ — i ou 

que , l'intégrale Ç se rapportera aux fonctions de la première 
espèce ; si cet exposant est égal à ~ — i , ou plus grand que ^ — i , lors- 
que A est pair, et s il est égal à A ~ ' , ou plus grand que * ~ 1 , lors- 
que A est impair , l'intégrale se rapportera aux fonctions de la seconde 
espèce. 

11 est facile de voir en effet que, dans le premier cas, la quantité X, dé- 
veloppée suivant les puissances croissantes de ^ = u, ne donnera aucun 

terme de la forme Au, et qu'ainsi le terme désigné par n(X) = o; au 
contraire, dans le second cas, le terme Am fera partie de ce développement, 
ce qui donnera n (X) = A. 

On peut donc, au premier coup d'œil, distinguer parmi les intégrales 
»sj,x = I — y^r celles qui se rapportent à la première espèce et celles qui 

se rapporlcnt à la seconde. Dans le premier cas, on aura 24x=C, C étant 
une constante qui aura un certain nombre de valeurs détermiuées, suivant 
les différentes valeurs arbitraires de x, qui servent à composer la somme 
désignée par 2->J,x ; dans le second cas, on aura 2>J,x = C -f- Il (X) , 
n (X) étant une partie algébrique déterminée par un terme du déve- 
loppement de la fonction X. Dans les deux cas, la partie logarith- 
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mique du second membre de l'équation (3) disparait , puisqu'ayant fait 
fx = x'(x — a), on a /et = o. 

32i, Venons maintenant aux fonctions de la troisième espèce. La 
forme la plus simple dont elles sont susceptibles résulte de la supposi- 
tion fx = 1 , et alors on a la formule type de ces fonctions, qui est 

^ et)^(yj) * * étant une constante réelle ou imaginaire. Dans 

le cas où cette constante est imaginaire, si on la représente par 

a = r(cos6-f-v/ — 1 sin£), l'intégrale précédente devra être jointe à une 

(j— *')v(<tx) > dans ,a( l" clle *'=r(cos£— y/ — isin£), 
et la somme des deux sera une quantité réelle. 

Si l'on considère plus généralement l'intégrale -\x = f- — , on 

devra la partager en deux parties, l'une qui se rapporte à la première et à 
la deuxième espèce, l'autre qui se rapporte à la troisième. En effet, quelle 

que soit la fonction entière fx, la quantité sera aussi uue fonction 

entière de x, dont le degré sera moindre d'une unité que celui de la 
fonction fx. Soit fx cette fonction, et l'on aura 

où l'on remarque les deux parties mentionnées. 

222. Le théorème général dont nous nous sommes jusqu'ici occupés 
ne concerne que les intégrales 4 JC = fj^j!*^ > dans lesquelles fx 
est une fonction entière de x ; mais on peut faire rentrer dans la même 
théorie l'intégrale beaucoup plus générale Vx = f^^ry dans laquelle 

Fx désigne une fonction rationnelle quelconque de x. En effet, par les 
principes connus de la décomposition des fractions rationnelles, on sait 
que la fonction Fx peut toujours être partagée en une fonction entière 
fx, jointe à une suite de fractions partielles, telles que 

-f- etc. ; 

la première ligne étant due aux facteurs simples qui divisent le déno- 
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minateur de fx, la seconde aux facteurs doubles, et ainsi -de suite. Ainsi 

l'intégrale désignée par "irx contiendra , 

i». L'intégrale j J^j^ > q ni s'exprimera par des fonctions de la pre- 
mière et de la seconde espèce, dans la classe déterminée par le plus haut 
exposant de x dans <px ; 

3". line suite de fonctions de la troisième espèce, représentées par 

5°. Un ou plusieurs termes -de la forme 

Et ainsi des antres lignes, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs 
multiples qui peuvent diviser le dénominateur de la fonction Fx. 
Tout se réduit donc à ramener chaque intégrale de la forme 

fjx ^yTfxj * Une * n *^S*^^ e semblable, dans laquelle n = 1 , et qui 

sera ainsi une fonction de la troisième espèce. Celte réduction peut se 
faire de plusieurs manières. 

On peut d'abord, en laissant « indéterminé, déduire de la première in- 
tégrale Z, = f^-Jï— la seconde Z. > _^ x) , et suoeesri- 

veinent toutes les autres, au moyen des formules Z, = ^', Z 3 = i-^r» 

Z 4 = 7 ^ T .^, etc. Une autre solution peut s'obtenir par le procédé 

connu, qui consiste à différent ier la quantité ^ ^**jL-. -* P uis,a revenir de 

4a dvfféretAielie à wn itftégrale. Soit, «pour abréger, ^ et*'* 4* 

wx>, on -trouvera de cetle manière la formule 

fn_-»W7 — 1 f ié'* — In- i) *r dx 

(n — i)<p*Z, — — (x _ „).-. +J — (,_„).-. - • vïçTy 

La fraction ^^"l^)»-'^"* ® iant développée donnera , en général , une 
fonction entière de x, plus nne suite de fractions qui auront pour déno- 
minateurs les puissances successives x — a, (x — et) 1 .... (x — *)"~ '. Donc 
la transcendante Z. s'exprimera par les transcendantes d'un ordre moindre 
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Z,, Z» Z_,, auxquelles se joindra une partie algébrique, et une autre 

partie qui ne contient que des fonctions de la première et de la seconde 
espèce. 

Une équation semblable exprimera la transcendante Z._, par les trans- 
cendantes d'ordres inférieurs, jointes aux mêmes parties accessoires. Ainsi 
l'on voit qu'en définitive la transcendante Z» et toutes les transcendantes 
d'un ordre moindre s'exprimeront par les mêmes fonctions auxquelles 
s'applique directement le théorème général. Ce théorème acquiert ainsi 
toute l'extension que nous voulions lui procurer. 

aa3. Par les principes élémentaires du calcul intégral, on sait que l'in- 
tégrale fTdx peut être déterminée en partie algébriquement , en partie 
par arcs de cercle et par logarithmes, toutes les fois que T est une fonc- 
tion rationnelle de x. Par la théorie dont nous venons d'établir les fon- 
demens , on pourra exprimer semblablemcnt la somme d'un certain 
nombre d'intégrales particulières, représentées par JTcIjc, toutes les fois 
que le quarré de T sera une fonction rationnelle de x. 

Les plus simples de ces transcendantes sont celles qui ont reçu le nom 
de fonctions elliptiques; toutes les autres, auxquelles on pourrait donner 
le nom de fonctions idtra- elliptiques, se divisent en une infinité de 
classes portant les numéros successifs a, 3, 4» e * c * : e ^ dans chaque 
classe on distingue trois espèces entièrement analogues à celles que la 
nature des choses a introduites dans la théorie des fonctions elliptiques. 
La troisième espèce peut même être sous- divisée en deux autres, à 
l'instar de la sous-divi.->ion qui a lieu dans les fonctions elliptiques, se- 
lon que le paramètre est circulaire ou logarithmique. 

Par les travaux successifs de differens géomètres, la théorie des fonc- 
tions elliptiques est devenue une branche importante de l'analyse. Far 
le théorème de M. Abel, une carrière beaucoup plus vaste est ou- 
verte aux recherches des géomètres, puisqu'elle embrasse de nouvelles 
classes de transcendantes en nombre infini , dont les propriétés ne sont 
pas moins remarquables que celles des fonctions elliptiques, avec les- 
quelles elles ont beaucoup d'analogie, et qui étaient restées jusqu'à pré- 
sent entièrement inconnues. 

Nous nous proposons de donner ici , au moins dans quelques exem- 
ples, une idée de ces propriétés nouvelles, dont nous avions en quelque 
sorte provoqué l'investigation dans la première phrase de l'introduction 
au tome I". Pour avancer plus sûrement dans cette nouvelle carrière , 
nous avons appuyé nos résultats sur des calculs numériques faits avec 
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une grande précision, et nous n'ayons pas craint <îe donner parfois 
beaucoup d'étendue aux détails de ces calculs fastidieux, qui n intéres- 
seront guère le lecteur, mais qui serviront au moins de pièces justifi- 
catives aux conséquences nombreuses que nous en avons tirées. Ces dé- 
tails sont d'ailleurs justifiés par le but général de cet ouvrage, qui n'est 
pas simplement théorique , mais qui est destiné à offrir les moyens 
de faciliter le calcul numérique de toutes les transcendantes dont nous 
nous sommes occupés. 

§ IV. Application du théorème général aux fonctions 

elliptiques. 

2^4. Au lieu de considérer $x comme un polynôme complet du qua- 
trième degré, nous supposerons simplement 

(4) <px = (1 — X*) (î — k'x')} 

car on sait que c'est à cette forme, où k est < 1, qu'on peut toujours 
réduire la quantité comprise 60us le radical qui entre dans l'expression 
différentielle primitive de la fonction elliptique proposée. Le polynôme 
yx devant être partagé en deux facteurs <p,x et <p t x, nous supposerons 

(5) tp.x = 1 — frx* , <p % x s= 1 — a?» ; 

ensuite nous prendrons 

(6) flx = a H- a t x, 6,x = c + c,x, 
et il faudra satisfaire à l'équation 

(7) (a + «,x)*(i— — (c + «.*)'(»— *,)(*— *.) (* — *j) (* — *J, 

dans laquelle les coefficiens a, c, a,, c,, qui sont indépendans de x, doi- 
vent être des fonctions de x,, x % , x 3 et x v 

L'identité des deux polynômes compris dans les deux membres fournit 
cinq équations de condition , dont quatre sont nécessaires pour déterminer 
les quatre coefficiens a, a lt c, c t ; la cinquième sera donc une équation 
de condition entre les quatre quantités x,, x % , x 3 , x it de sorte que 
l'une d'elles sera une fonction déterminée des trois autres, qu'on pourra 
prendre à volonté 

On obtient , sous une forme assez simple, quatre des cinq équations 
dont nous venons de parler, en faisant successivement x = 1, xs=z — 1, 
x s=t, x = — r. Voici ces équations, dans lesquelles on a mis k'* au 
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lieu de i — k % : 

(a -+- afV = (i - x.) (, - x.) (i - x,) (i - x 4 ) , 

{a — a,yk'* = (i -f- x.) (i -f- x.) (i + x,) (i -f x 4 ), 

(c* + c t yk" = (, — A*,) (i — Ax.) (i — Ax 3 ) (t -Ax 4 ), 

(cA — c,)*A'' = (i + Ax.) (i -f-Ax.) (i -f-Ax 3 ) (i + Ax 4 ). 

Une cinquième est donnée par les coefliciens de x^, savoir : 

c\ — <i\A' = i. 
Enfin, on en aurait une sixième en faisant x = o, laquelle serait 

a' — c* = x,x,xjx 4 ; 
mais celle-ci est nécessairement comprise dans les cinq autres. 

aa5. Observons maintenant que, dans les fonctions elliptiques, x dé- 
signe toujours le sinus d'un arc; et comme les quantités x,, x,, x 3 , x 4 , 
sont cousidérées comme des valeurs, particulières de x, nous pourrons 
faire 

x, — sin <p, , x, = sin <p t , x, = sin <p, , x 4 = sin <p 4 ; 

et alors il est aisé de voir qu'on aura les quatre équations suivantes, où 
Ap est rois à la place de \/(\ — k* sin' <p) : 

(<** — a\) A'* = =fc cos <p, cos cos Q 3 cos , 
(c\ — c*k*) k'* = A<p,Ap.A<>,A<p 4 , 

a* — c* = sin sin siu Ç), sin p 4 , 
c\ — a*,** = i. 

De là on tire une équation de condition entre les amplitudes Q , , <p g , <p 3 , <p 4> 
savoir : 

Ap,Ap.A<p 3 Ap 4 =fc A* cos p, cos <p, cos cos <p 4 
k'* -f. A»/r'* sin <p, sin sin ç s sin ç 4 . 

Remarquez qu'on a dû prendre positivement le premier terme AQ, A0,A0 s A<p 4 , 
car si on lui donnait le signe — , le premier membre serait toujours une 
quantité négative, puisqu'en général A$ ou y/feos* Q -f- k'* sin' tp) est 
> cos tandis que le second membre est une quantité toujours po^- 
sitive. 

L'équation que nous venons de trouver donne la relation qui doit 
exister entre les quatre amplitudes <p,, <p., <p,, <p 4 , pour que l'intégrale 

-4x = {fx) , appliquée aux valeurs particulières x = sin <p, , 

Touk III. 3 5 
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x = sin (p., x = sin <p,, x= sin <p 4 , jouisse de cette propriété , que la 
somme des quatre fonctions 4?i> 4?»» 4$j> 4?4> prises avec des signes 
convenables, soit égale au second membre de l'équation (3), dans lequel 
se trouvent réunies ou divisées, suivant les différons cas, une partie cons- 
tante, une partie algébrique et une partie logarithmique. On exprime 
ainsi la somme de quatre transcendantes par une quantité beaucoup plus 
simple que chacune d'elles dans Tordre analytique ; et il est remarquable 
que cette conséquence a lieu pour toutes les transcendantes désignées 
par la caractéristique 4i quelle que soit d'ailleurs la fonction entière de x 
désignée par jx. 

Supposant donc les signes du polynôme 4^i = " = 4^» 4<Pa 4^4 • 
fixés relativement à la plus simple des fonctions -\x qui représente 

/?* . , ces mêmes signes auront lieu relativement à toute autre valeur 
Vit*) & 

de la fonction ^x, qui représente f ' ^^J^^x) ' f x * lant 

une fonction 

fx 

entière de x autre que x — a. On suppose seulement que x g reste po- 
sitive dans toute l'étendue de l'intégrale. 

aa6. Il faut faire voir maintenant que l'équation (5) s'accorde avec les 
formules connues des fonctions elliptiques. Pour cela, considérons les 
deux équations transcendantes 

I> = Fa — Fff, 
Ff* = F<p + F4, 

k étant le module commun de ces fonctions ; on aura les équations algé- 
briques correspondantes 



COS ft: 



<p coi -j. — sin y sin 4 Ag a j. _ cos « cos C 4- sin « sin Ca * aC 
i — *' si»* ? sio* ■>{. I — k* »in*a jin'C ' 



. — sin? sin J.co»*cos4 a«aC k % sin « sin C cos « cos C 

i — ** «in* V sio» ^ i — k' sin* a. sin* C 

Par la combinaison de ces équations, on obtient les suivantes : 

A*AC = A/a — k* cos ft sin a sin £, 
A0A4 = Af* -f- A' cos ft sin <p sin 4» 

cos a cos € = cos — A/* sin a sin C, 

cos $ cos 4 = cos ft -+- Aft sin <p sin 4 » 

AaA£A$A4 = A*ft -f- À;* cos ft Aft (sin $ sin 4 — sin * sin C) 

— k* cos* ft sin a sin € sin p sin 4, 
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cos et cos £ cos $ cos 4 = cos* fi ■+• cos /zA/u (sin <p sin 4 — sin a sin 6) 

— A'ft sin a sin £ sin <p sin -vj.. 

EnGn, de ces deux dernières, on tire une équation indépendante de 
savoir, 

AetAC AçA>|,— £*cosa cos C cos $ cos 4 = ^-f* ***** s ' nat wnf sin<p sin 4 ; 

c'est l'équation algébrique qui répond à l'équation transcendante 

F* — ¥Ç = F? -f- F^. 

Appliquant ce résultat aux deux équations algébriques comprises daus 
l'équation (8), on voit d'abord que l'équation 

Ap, Ap.Aft A<p 4 — **cos<p, cos cos p 3 cosp 4 = A"-f- À^'sin p.sin p. sin ftsin <p if 

correspondra à l'équation transcendante 

Ffc » F* 4 + F<p, -f- F*,; 

et comme on peut, dans l'équation algébrique, faire une permutation 
quelconque entre les lettres ^, , , <f 3 , $ 4 , cette permutation, intro- 
duite également dans l'équation transcendante , fait voir que l'équation 
algébrique sera satisfaite, pourvu qu'une des quatre fonctions Fp,, F$ ( , 
Fipj, F<p 4 soit égale à la somme des trois autres. D'ailleurs, comme les 
quantités algébriques sin p, cos 0 , A?, relatives à l'amplitude res- 
tent les mêmes pour toute amplitude p-f-arr, tandis que T<p devient 
F$ + 4'F'A:, il est visible qu'on peut ajouter à l'un ou l'autre membre 
de l'équation transcendante la quantité 4'T'*, » étant un entier quel- 
conque, sans que cette équation cesse de correspondre à l'équation al- 
gébrique. 

Substituant successivement , dans les équation* précédentes, ir — 
à <p,, et — ip, à on trouvera que la seconde équation algébrique 
comprise dans l'équation (8) , savoir 

A<p, A?»A? ,A9 4 -t-* a OM* l fos *.cos<p,cos<p 4 =3 A"-f- A^'sin p.sin &aiaf , sin <p t , 
correspond également aux deux équations transcendantes 

F<p, 4- F<p â - F<p, — ¥<p 4 = aF'A, 

F<p, + F?, 4- F*, + Fq> 4 = aF'A. 

La première en représente six par la permutation des lettres, et d'ail- 
leurs on peut ajouter à l'un des membres de ces deux équations la quan- 
tité 4iF'* , i étant un entier quelconque positif ou négatif. 

a5.. 
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227. Au reste, il est inutile d'insister sur ces formes diverses de l'équa- 
tion transcendante qui satisfait à l'une des drux formes de l'équation (8) , 
et l'on peut se borner à considérer la plus simple de ces équations, celle 
d'où toutes les autres peuvent être déduites. Pour cela, soit p 4 = o, on 
aura l'équation algébrique 

• (9) Ap,Ap,A<Pj — £»cos$, cosq\cos?, = À'% 

qui correspond à l'équation transcendante 

F<p,= F<p a -f- F*,, 
et qui correspondrait également à l'une des équations 

F*. = F*, + F*„ 

F?, = F*. H- F*,; 

en sorte qu'elle exprime, en général , que l'une des trois fonctions est égale 
à la somme des deux autres. Le résultat précédent se confirme immédia- 
tement par les formules connues des fonctions elliptiques. En effet , on 
sait qu'à partir de l'équation transcendante 

F?, = F?, -f- F<p. , 

on a les deux équations algébriques (*) 

AÇ>,A<p. == Af, -f- *" cos <p, sin <p, sin 

cos cos f . = cos f s -f- A<p 3 sin <p, sin <p,. 

Multipliant la première par Aft, la seconde par — k* cos Q it et ajou- 
tant les produits, on aura 

— k* cos <p, cos <p. cos <p, = A»$>, — k' cos» <f>, = k\ 

ce qui est l'équation à démontrer. 

D'après cette équation, on pourrait chercher les valeurs de cos <p, et 
Ap, exprimées en fonctions de sin p, , sin p., cos f, , cos#, Ap, , Ap t ; 
ce qui serait une dernière vérification de nos formules. Et d'abord fai- 
sant disparaître les irrationnelles Ap, , A$, , Ap, , on aura une équation 
entièrement rationnelle entre cos <p, , cos 9, , cos0 3 , d'où Ion déduira 



(*) Ces deux équations afgî-briques n'en fout, à proprement parler, qu'une seule, qui 
exprime algébriquement la relation entre 1rs amplitudes 9, , f?, nécessaire pour que 
l'équation transcendante ait lieu. CVst de la même source que se tire la Talcur de sin p 3 , 
exprimée en fouclion de sin f , , sin p t> coa 9, , cos f», sf, , a*v 
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co»», cos », ± >in », &in »,Ap,A», 

?J i — sin' », sin' ». 

Le double signe doit son origine à ce que l'équation algébrique d'où nous 
sommes partis satisfait également aux deux équations F<p,= Fp, + F^ t , 
F<p 3 =F?, — Fp,; si l'on veut qu'elle s'applique à la première, il faudra 
prendre le signe inférieur, parce que la supposition k = o donnerait 

= <p t $ t , et par conséquent cos Ç 3 = cos cos p. — sin sin 
Donc, en général , si l'équation est Fp 3 = ¥<p, + Fp 4 , on aura 

co*», cos»,— sin», sin»,A»,A», 

COS (Bj ^ t — . r— . 

T i — A* sin* », sin ». 

Cette valeur, substituée dans l'équation A^ l A^,A^ J =V»-f-jt , cos^ 1 cos^,cos^„ 
donnera 

A», A», — X' sin », sin », coi », cos », 

I — <* sin' », sin' », 

Enfin, par l'une ou l'autre de ces valeurs on trouverait 

• M *in », co s »,A» , -f- sin », cos »,.!*, 
Sin <p, = sin'», sin»». * 

Ainsi , nous avons déduit du théorème général les propriétés fondamen- 
tales de la fonction de première espèce F<p, lesquelles découlent de l'équa- 
tion algébrique qui correspond à l'équation transcendante F<pj = F^,-f-F^,. 

Propriétés des fonctions de la seconde espèce. 

aa8. Pour que la fonction désignée généralement par •xj.x devienne 
Ep, il faut, en supposant toujours x= sinp, faire /r=(ar — «X 1 — k***)» 
car alors on aura 

La fonction de première espèce F<p étant supposée satisfaire à 1 équation 

F^H-F<p, — Ff>, = o, 

nous allons rechercher quelle sera la valeur d'une quantité semblable- 
ment formée des fonctions de la seconde espèce; cette valeur sera, con- 
formément à la formule générale, C-|-n(X), C élaut une constante et 

n(X) désignant le coefficient de ^ dans le développement suivant les 

puissances descendantes de x, de la fonction 
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Soi. , = 1, e. » = te = S£= v/( F=7 ) ' ° n aora 

X = log Négligeant les a' dans le développement 

de X suivant les puissances croissantes de u, et observant que la sup- 
position ip 4 = o, faite ci-dessus, donne a* — c*=o, ce qui permet 

de prendre a = c , on aura z = klà^+cJ ) = J&, ( ' + M ") » en fai " 

1 ' m< c c c ( a . — c >) J 

sant, pour abréger, M = — = — — ; donc 

De là on voit que le coefficient de u appelé Iï(X) dans le théorème 
général , aura dans cet exemple la valeur 

ou en réduisant 

Mais dans le cas de x A = o , qui est celui dont nous nous occupons , 
si l'on égale entre eux les coerticiens de x dans les deux membres de 
l'équation (7), on aura iaa x — acc, = — x,x t x )t ou 

2c(c, —a,) = sin?,sin<p.siu<p,; donc n(X) == i'sinf.smf.sinÇs; 

donc o« aura pour les fonctions E<p , appliquées aux valeurs particu- 
lières , ^, , , l'équation 

E<p, + E^ t — Eipj = C 4- 4* sin <p t sin p.sinft. 

Mais le casde<p,=o, donne 0,=p t , d'après l'équation F^.+Fp. — F<pj=o; 
donc on a aussi dans le même cas E$, = Ep t , et par conséquent C=o; 
donc on a simplement 

+ Efc - Efc = A«sinf .sinip.sin <p 3 . 

Ce beau résultat , connu par la théorie des fonctions elliptiques , se dé- 
duit donc des formules du théorème général. 

On va voir que du même théorème peuvent être tirées également 
toutes les formules relatives à la 
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de la troisième espèce, dans les différeus cas dont elles sont suscep- 
tibles. 

Propriétés des fondions elliptiques de la troisième espèce. 

239. Pour parvenir plus aisément à un résultat qui soit conforme aux 
formules connues, considérons la formule suivante, formée de deux (onc- 
tions qui se déduisent de la formule générale, en faisant fx = 1. 

j.r = ?r r ± f— dx 1 - r. * 

V îL;(x + «) Vit*) J(x- *)V(tx )J— ./(*»_ x')y/( fx J 
La formule générale étant appliquée aux trois valeurs particulières de x, 



4x, + 4-r. — 4x 3 

» i 0 „ *(-«) y (».«) + ».( — 

formule où l'on remarquera que la partie C -f n(X), qui était dans 
la formule primitive, a disparu dans la différence des deux équations 
formées en donnant à et des signes différeus, ce qui ne change rien à 
cette partie. 

Le second membre de notre équation, dans laquelle nous ferons 

« «- v/( c-,;- J . - 

_ ?. l og ( cn * + — ") + («»' 4- c-,)t/(i — ,Q 

2 (en* 4. a,) v/(*» — n) — (en* 4- — „) 

N j og (™j — a, V(*' — ») 4- — c, )y/( t — w i 

* (en* — «Jv't* 1 — n) — (c«< — cJyO --»)" 

C'est cette quantité qui, étant réduite convenablement, donnera la va- 
leur de la somme 

n(«, + n(«, <p t ) — n(«, 

formée avec les fonctions de troisième espèce, comme l'ont été les 
sommes formées avec les fonctions de première et de seconde' espèces , 

car • on voit que dans ce cas l'intégrale J,«r = f- ^ *çt PP _ 

présentée par la fonction de troisième espèce 

„ _ r dp 
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Soit, pour abréger, 

A = (en* — a, V(** — n) -f- («i* — <?. ) V^(i — ») » 
B = (en* — — n) — (t«" — . c) 1/(1 — n) , 

A'= (en 1 H- «,V(**— ») — (c« ; + c,)|/(i — n), 

B' = (c/** 1 + a) v/(A' — n) H- G»* -f- c,) S(i — n). 

N B' N A 

Le second membre de notre équalion sera exprimé par — - log j>+- log -g, 
ou par - log -ggr , et I on aura 

AA' = (ne'— a',)(*- — n) + (c*,— ne*) (i — n) 

+ 2C [a, — c, ) (i — »)'(*• — n)* 

= c\ — a\k* + » («\ — C, — c'À") 

H- ac(rt, — c, ) — «) ; (*• — ny . 

Substituant les valeurs c\=rt'.A»-f- 1, 2c(rt,— c,) = — sinp.sinç.sinft, 
(a*, — c 1 ) = cosp.cosip.cos?,, on aura 

AA'=i — n-f-ncosip.cosp.cospj— »(i — /i) î (A»— w^sinip.sinip.sinip,. 
On trouverait de même 

BB'= i — n + /icos^, cos^,cos^j-f-w'(i — ny(fc* — rc)'sin<p,sinp t sin^,. 

Ainsi , pour les fonctions elliptiques de la troisième espèce , on aura 
cette formule générale de comparaison, qui suppose toujours que les 
fonctions de première espèce satisfont à 1 equaliou F<j>, -f- Fp, — Fp, = o, 

n(«, f,) + n(/i, <pj — n(n, <p 3 ) 

_ . r log ; ; : • 

a (i — «)•"(** — «) i i- «+«00^,00^,0)^,+ n«(i—/i)^/:'—«)ïsint 1 sinp,siD^ 

Voici maintenant différentes applications de cette formule. 

a3o. Soit i\ «==A* sin'É, le second membre se réduit à 

tang C i -f- A* sin' C cos », co< p» c"< gj — X - * «in ffcrw f A? sinç, sin», sin pj 

"âiC~ " A'« + A* sin' C cosf , cos cosfj k' sin (cotî afïio sin p, tin fj* 

Pour comparer ce résultat avec celui qu'on trouve art. 5g, tome I, 
il faudra remplacer les lettres 4» A* de cet article par , 0,, 0 3 , 
ainsi que c et 6 par A* et C. Alors en supposant qu'on détermine les 
amplitudes f/ et (*", qui satisfont aux équations 
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Tfi' = F£ — F<p, , Fp" = FS + F<p, , 

la quantité précédente s'accordera parfaitement avec celle de l'art. 5g , 
présentée sous la forme 

Ung fl | 1 -f- c*sin 9 sin ^ ' «in 9 sin -l 

aAfl" » i + c' sin 8 sin ^* sin f> sin 4' 

Ce premier cas est celui des fonctions de troisième espèce à paramètre lo- 
garithmique ; les deux autres se rapportent aux fonctions à paramètre 
circulaire, pour lesquelles la quantité logarithmique se change en arc de 
cercle. 

Soit donc , a 0 , n = — cot* €, le second membre de notre équation de- 

. , sinCcos£t/ — i , /i — Z i/ — 1\ 
viendra log +Zy _J > en supposant 

2 col Caî sin $, siu $ t sin f$ 

i— cos' • cos Ç, cosf, cos ? j ' 

»" » lo s (5%=iï'-S =2 3iF 1 — ' * ro ""S z- 

n . ... » . . i sin(co«ff cot C&C sin 0, sin 6, sin ^.i 
Donc la quantité précédente = = arc tang n?-— — — î 

* * A» ° I — cos t cos $, cos?» cos $3 

donc pour l'intégrale U<p = /' (t + cot^sin»») a» ' ° n aura ' a ^ ormu ^ e 

ri-i- r. rj Aff & i — cos'ffcosç.cosf.cosfs' 

ce qui s'accorde avec la formule (/*') , tome I", page 75. 

Un résultat semblable s'obtiendrait dans le troisième cas, où Ton a 
n=i — /f*sin'6, et qui appartient également aux fonctions de troi- 
sième espèce à paramètre circulaire ; mais comme ce cas se ramène facile- 
ment au cas précédent, nous croyons inutile de nous en occuper. 

Autre manière de parvenir à la propriété fondamentale des fonctions 

elliptiques. 

a3i. Nous avons partagé la fonction <p.r en deux facteurs ^,jc=i— A'x 4 , 
« x = 1 — x*; ce qui nous a conduits à une équation du quatrième de- 
gré, d'où nous avons déduit les propriétés fondamentales des fonctions 
elliptiques. 

On peut parvenir plus simplement aux mêmes résultats en faisant usage 
d'une autre décomposition de la fonction tyx. 

En effet, soit <p,x= 1 -f- x, <p.x = (1 — x) (1 — k % x*). Si l'on fait 
Tome III. a6 
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en même temps 6x = a -f- a x x et fl.a: = c , il faudra satisfaire a l'é- 
quation 

(« + a lX y (, + x) - c» (i - x) (i - A*x«) = (x — sin (x - sin ç.) (* — «o fO • 
En y faisant successivement x = j , x = — j , on a les deux équations 
de condition 

(a, -f- flA)» (i + i) = (i — A: sin$.) (i — h sin (i — A sin/t), 
(a, — ai)' (i — i) = (i + Jk sin<p,) (i + k sinipj (i -fr- A sin /a); 

d'où l'on déduit 

A* (a\ — A»«*) = =±= Ap.Ap.A/t. 
Par les coefficiens de jr 1 et on a encore les deux équations de condition 
a», — c*k> — i, 

a* — c» = — sin ^, sin sin fi. 
De ces deux dernières on tire 

a', — A'a» = i + A* sin sin p. sin fc. 
Donc on a sans ambiguïté 

A^,A0,A|B = k -f- A'A^sin sinf, sin /* 
Désignons par Fç, le complément de ¥<pp, en sorte qu'on ait ¥fi -f-Ff^F'A. 
On pourra substituer dans cette équation les valeur» connues rin^Sg*. 
Ait = — .ce qui donnera 

A<p,A<p, s Ap, + A* sin ç, sin ^. cos Q s . 

On obtient ainsi directement l'équation algébrique qui correspond à l'équa- 
tion transcendante ¥f s = F^ t -+- Ff,. 
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§ V. Des calculs nécessaires pour déterminer les coefficiens 
des polynômes 0X et Ô,x, ainsi que les N auxiliaires qui ont 
lieu dans la classe dont le rang est N . 

a3a. Nous avons vu qu'en appelant A le degré du polynôme px, A, 
et A, ceux de ses deux facteurs p,x et <p t x, si l'on prend à volonté le 
nombre n, qui détermine le degré du polynôme complet flx, on peut 
toujours prendre le nombre m, degré du polynôme fl,x, de manière 
que le nombre am + ^, qui exprime le degré du produit (fi.x/p.x, 
soit égal à an + A, , degré du produit (ôx)*<p,x t ou soit seulement 
moindre dune unité; le premier cas ayant lieu lorsque A est pair, et 
le second lorsque A est impair. Les choses étant ainsi préparées, on aura 
ft = 2/i-f-A,, c'est-à-dire que le nombre des facteurs du second membre 
de l'équation (2) sera an + ^i- L'identité des deux membres de cette 
équation donnera donc an + A, + 1 équations de condition; sur ce 
nombre, m + n + a sont nécessaires pour déterminer les coefficiens des 
fonctions ()x, 8,x, au moyen d'un pareil nombre de termes pris arbitrai- 
rement dans la suite x, , x â .... jc m . Les N autres équations restantes servi- 
ront à déterminer les N antres termes de cette suite. Ainsi l'on voit qu'il y 
a dans ces calculs deux parties distinctes, l'une qui détermine les coeffi- 
ciens des fonctions 6x et fl.x, l'autre qui détermine les auxiliaires, 
par le moyen des yu — N termes pris arbitrairement dans la suite x, , 

2C % • • • • «T^i • 

Le nombre des termes qui composent le premier membre de l'équa- 
tion (3), représenté par 2^x, sera en général (jl ou an-f-A,, et il pourra 
augmenter indéfiniment, à mesure qu'on prendra n plus grand, mais il 
pourra aussi èlre plus petit que a«-f-^, , et même ne pas excéder N-f- 1, 
quelque grand que soit n; car on peut supposer nuls, ou plutôt infini- 
ment petits, ptusicurs des termes pris dans la suite x lf x,.... x^, et le 
nombre peut même en être porté jusqu'à (x — N — 1, de sorte que le 
nombre des termes du premier membre de l'équation (3) ne sera que 
N — f- 1 . On peut même, à la rigueur, supposer que le seul terme laissé 

arbitraire dans la suite x, , x. x h est encore infiniment petit, et alors 

les N auxiliaires ou non arbitraires de la même suite entreront seuls dans 
le premier membre de l'équation (3) , pour former une équation entre N 
fonctions, nombre absolument le plus petit possible; et ce qui est très 

a6.. 
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remarquable, c'est qu'on pourra former une infinité d'équations de cette 
sorte, en donnant à n toutes les valeurs possibles. Voici maintenant quelle 
doit être la marcbe de l'analyse, suivaut les différons cas. 

233. Soit t l'une quelconque des quantités x, t x % .... x^. Si l'on fait 
x = t dans l'équation (2), le second membre deviendra nul , et du prc- 

mier on déduira 8 ( < = 9t y/QT) = Soit T = et l'on 

aura 

(10) c + c l t + cJ'-+-.... + c m r = (a-ha,t + ti t r.... + a.l')T. 

Cette équation se répétera autant de fois qu'on aura de valeurs arbitraires 
*i » '»» 's» etc., à substituer au lieu de t, ce qui fera connaître autant de 
valeurs particulières de T, désignées par T,, T., T 3 , etc. ; et comme 

on a m+n+î cocfficiens à déterminer, savoir, a, a lt a % a m , 

c, c,, c, . . . . c. , il faudra prendre arbitrairement m -f- n 1 termes 
de la suite x, , x,, x,...^. Ces termes t,, /,, tj....^,^, , étant mis 
successivement, au lieu de t, dans l'équation (10), avec les valeurs cor- 
respondantes de T, ou aura m -f- n -f- t équations linéaires d'où l'on 
pourra toujours tirer les valeurs de toutes les quantités 

c * c ' c ' ' ' ' c ' c ' c ' c " ' ' <■ ' 

lesquelles sont au nombre de m-f-n-f-i. Il ne restera donc à déter- 
miner que la valeur de c; c'est ce qui se fera immédiatement en éga- 
lant à l'unité le coefficient de xt* dans le premier membre de l'équa- 
tion (2). 

Si X est impair, ce coefficient sera celui de la plus haute puissance 
de x conlenue dans le produit (6x)*<p,x, savoir, (a,yb t , en supposant 
que £,x*- est le terme de <p,x où l'exposant de x est le plus grand. On 
aura donc {a m )'b, = 1 , d'où résulte 

£-(?)■*.. 

et comme ^" est connu, on aura la valeur de ~ , et par conséquent celle 

de c. Sur quoi il faut observer que si b, était négatif, on devrait néan- 
moins le prendre positif, afin que c soit réel , changement qui n'aura 
d'autre effet que d'affecler du sigue — le second membre de l'équation (5). 

Si A est pair, et qu'où ait pris le degré du polynôme fl,x comme il 
a été dit (art. 21 5), le coefficient de x? dans le produit (0,x)'?,x sera 
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(c m ) % h a , en supposant que b t x K ' est le terme de <p t x où l'exposant de x est 
le plus grand ; on aura donc, dans ce cas, 1 équation 

(a.yb, — (c m yb> == i, 

d'où résulte 

i = (?)■». -( ? )X. 

Le second membre e'tant connu, devra être pris positivement, quand 
même il serait négatif, afin qu'on en tire une valeur réelle de c, et cette 

valeur étant combinée avec celles de ±, ^, on con- 

c e c c c c 

naîtra tous les coefficiens des fonctions 0x et 0,x. 

a3/,. Soit maintenant .r m +"*' — A,x"+- -h A.X-+— zfc A^^, le po 
Ivnome qui résulte du produit de tous les facteurs connus 

(x - t t ) (x — /,) (x —/,).. . .(x — t m +.+,), 

et 

— P,x* — + P,x^-' — . . . .=b P N , 

le polynôme qui résulte du produit de tous les facteurs inconnus 

(•*" — — • • .(x — t M ) ; 

le produit de ces deux polynômes, affecté du signe -f- on du signe , 

selon qu'on aura conservé ou changé le signe de la valeur de c% devra être 
égal au premier membre développé de 1 équation (2). De là naîtront plus 

d'équations qu'il ne faut pour déterminer tous les coefficiens P, , P 4 P^ , 

de l'équation algébrique du degré N, dont la résolution donnera les N 
termes non arbitraires de la suite x, , x, , x 3 . . . .x h . 

Cette méthode est générale et ne souffre aucune exception tant que les 
termes pris arbitrairement dans la suite x,, x g . . . .x M sont inégaux entre 
eux. On doit même remarquer que chaque valeur de T peut être prise in- 
différemment avec le signe -f- ou avec le signe — ; d'où il suit que le 
nombre de solutions obtenues avec une série de m -f- n -f- 1 termes pris 
arbitrairement est en général a""*"", solulions qui sont toutes admissibles 
analytiquement, mais parmi lesquelles il conviendra de rejeter celles qui 
ne donneraient pas des valeurs réelles pour chacune des auxiliaires déter- 
minées par l'équation algébrique du degré N , dont elles sont les racines. 

a35. S'il y a des termes égaux parmi ceux qu'on prend arbitrairement, 
la méthode devra subir les modifications conformes aux règles ordinaires 
de l'analyse. Si, en particulier, on veut que parmi les termes pris arbi- 
trairement dans la suite x,, x,. . . .x^ il y en ait un certain nombre y qui 
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soient nuls, ou plutôt qui soient égaux à une même quantité infiniment 

petite , il faudra que la suite infinie résultant du développement de 

6x =h fi,r \J (~~)» suivant les puissances croissantes de la quantité infi- 
niment petite x, prenne la forme 

x* (A 0 -f- A,x + A,x* + etc.); 
c'est-à-dire que les y premiers termes de la série disparaissent, en égalant à 
zéro leurs coefficiens , ce qui fera y conditions correspondantes aux y va- 
leurs égales et iiifînimeut petites de x. 

L'expression de ces conditions ne sera sujette à aucune difficulté , 
si la fonction <px n'est pas divisible par x, parce qu'alors la quantité 
y/^fî^ peut être développée en une suite A'-j-B'x-f-C'x'-f- etc., dont 

les premiers termes sont toujours faciles à déterminer, et l'on aura im- 
médiatement les équations linéaires qui expriment que les y premiers 
termes du développement de la quantité 

6x =fc 6,x (A/ + B'jc -f- C'x» -+- etc.) 

se réduisent à zéro. 

Mais si <px est divisible par x, auquel cas l'un des facteurs Q,x, $ % x 
est aussi divisible par x, il n'y aura plus lieu de se servir du facteur 

0xdb8,x \J(*f-^)* tp" contiendrait dans la seconde partie des puis- 
sances fractionnaires de x. Il faudra donc développer tout au long, sui- 
vant les puissances croissantes de x, le premier membre de l'équation (2), 
c'est-à-dire la quantité 
(a ■+■ a,x -f- ajc x . ...-+- ajc«) % q x x — (c c,x -+- c«x*. . . . •+• c^-y^x , 

et Ton égalera à zéro les coefficiens de x°, x', x*,... jusqu'à x y exclu- 
sivement , ce qui fera y équations de condition correspondantes aux y 
données égales et infiniment petites. Le reste du calcul sera le même que 
dans le cas des racines inégales. 

Les calculs précédens sont fondés sur ce que, ayant pris à volonté le 
nombre n, on déterminera le nombre m de manière que la différence 
(an-f-^t) — (am-t-A,) soit zéro ou 1, selon que \ est pair ou impair. 
Dans ce système, le nombre des quantités non arbitraires de la suite 
x,, x.. . ..x? est toujours égal au nombre N, qui désigne la classe des 
transcendantes dont on s'occupe ; et Ton trouvera facilement que le nombre 
des quantités non arbitraires deviendrait plus grand si l'on déterminait m 
de toute autre manière. 
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§ VI. Formules pour calculer par approximation les intégrales 



236. Nous nous proposons de développer avec quelque étendue les 
propriétés de la transcendante 4^ = f^~^^x) ' en ^PP 083 "*-- • • 
fx= i — x*. Ce cas, qui appartient à la seconde classe des transcen- 
dantes comprises dans le théorème général, est à peu près le plus simple 
de ceux que nous pouvions prendre pour exemple; mais il suffira pour 
donner une idée des nombreux résultats qu'on peut obtenir, dans l'ana- 
lyse de ces transcendantes, à l'aide du beau théorème dont la décou- 
verte est duc à M. Abel. 

Pour cela , nous commencerons par examiner le cas le plus simple de 
tous ceux qui répondent à la même valeur de <px, c'est celui de l'inté- 
grale -\x=i J * qu'on supposera toujours prise à compter de 
X = o. 

Celte intégrale, dans le sens positif, ne s'étend que depuis x = o jus- 
qu'à x= i , car passé x = i, il est clair qu'elle deviendrait imaginaire: 
aussi verra-t-on , dans tous nos exemples de calcul , que les valeurs posi- 
tives de x t prises parmi celles que nous avons nommées auxiliaires ou 
non arbitraires, n'excèdent jamais l'unité. A la limite x=ti, l'Intégrale 
est complète, et l'on peut en exprimer la valeur exacte au moyen des 
fonctions T, qui en donneront en même temps une valeur très ap- 
prochée. 

Dans le sens négatif, le signe de jr change, et l'intégrale «4>( — x) de- 

/dx 
y(, ji) ' Ce l,e nouvelle intégrale 

s'étend de x = o à x = | ; sa valeur complète sera donc représentée par 
4/ i, et l'on sait, d'après la théorie des intégrales Eulérienncs, quelle peut 
encore être exprimée par les fonctions T. Nous allons d'abord donner les 
expressions de ces deux fonctions complètes, ainsi que leurs valeurs nu- 
mériques approchées. 

337. L'intégrale j devant être prise depuis x = o jusqu'à 

x = i , si l'on met x* à la place de elle prendra la forme 

* 1 k 1 

/jx 5 dx (1 — x)* , et ses limites seront toujours x —o et x =si; 
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mais, par les propriétés connues des fonctions T, on a (tome II, page 417) 

pour les mêmes limites la formule 

Donc l'intégrale complète 

4» — ï- r ^ ~~ r(i.-jo)' 
quantité dont le logarithme se trouvera par la table des fonctions T, 

comme il suit : , 

2- g.8/,509 8o4oO l4 

TT 0.24857 4o 565 47 

r (1 . 20). . . _9-9 6a 9_ a _ a5 ° 58 '4 
o.o5659 54801 75 
r(i-7o).. 9.95859 12456 92 

4,1 0.09820 42344 85. 

Connaissant 4i , on aura immédiatement 4'£ par la formule....... 

rix = C0S ; /\_* , tom. II, pag. 5 77 , d'où résulte 4'i= 

41 0.09820 4 a5 44 85 

cosg 9 9°79 5 7 6 445 86 

0.19024 65898 97. 

Au moyen de ces deux valeurs logarithmiques, on aura les valeurs ap- 
prochées ^ ^ s ^ o6a48 i? 

4'£ = 1.54969 62777 47- 
On verra dans la suite que ces deux transcendantes, qui sont entre elles 
:; c os| : . ou :: ,. y/S - 1, sont les deux élément par lesquels on 
peut toujours exprimer exactement la constante qui forme le second 
membre de l'équation (5), dans le cas où les fonctions -\x et 4 x con- 
tenues dans le premier membre sont de la première espèce , exprimée 

par les formules 4*= f ^ xss fwT^ % Mt * 

tant plus remarquable, qu'il a lieu quel que soit le nombre de termes 

contenus dans ce premier membre. On verra que des exemples nombreux 
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appuient cette assertion, que la théorie n'a pas jusqu'à présent établie 
d'une manière absolument certaine : aussi la vérification qui en a été 
faite, dans les cas particuliers, a presque toujours causé une sorte de 
surprise au calculateur; et cependant la confiance quelle a fini par lui 
inspirer l'a mis à portée, nombre de fois, de reconnaître les erreurs qui 
s'étaient glissées dans ses calculs , toutes les fois qu'ils paraissaient ne pas 
satisfaire à la propriété énoncée. 

s38. Venons maintenant aux moyens de calculer, par approximation, 

l'intégrale -\>x 7=-- f f pour toute valeur donnée de x. 11 y a 

deux cas à cons! o'rer : 

i*. Si est <j, il suffira d'employer la formule que donne l'inté- 
gration par série , savoir : 

4* = *+*- 6+M-T7+^ T6 +etc -' 

mais il sera bon de lui donner la forme suivante : 

f 4x = x 4- Px* (8.92081 87539 5a) 4- Px i (9.92520 a44i3) 

-f- ¥x* (9.61 181 98286) + P.r 5 (9.93291 12609) 

4- Px 5 (9.75809 i45(»5) -f- Px s (9.93917 8 7 65o) 

+ Px> (9.83390 87409) 4- Rr 5 (9.94437 4 7 863) 

4- Rr 5 (9.86148 845(>a) 4- Px* (9.94875 a56oa) 

+ Par* (9. 8858a 3o93a) 4- P.r s (9.95349 i3if)4) 

4- P-r* (9.90387 45097) + Px s (9.9557a 14996) 

4- P* 5 (9.91548 99305) 4- P^ s (9-95854 03889) 

^ 4- etc. 

Dans chaque terme Rr 5 (A) dont le rang est n , P désigne le terme 
précédent du rang n — 1, dont on a calculé le logarithme. Il faut joindre 
à ce logarithme celui de x 6 , ainsi que le nombre A , qui représente le 
logarithme du facteur par lequel il faut multiplier le coefficient du rang 
n — t , pour avoir le coefficient du rang n qu'on calcule. De cette ma- 
nière , on forme successivement les logarithmes des diflerens termes de 
la série , lesquels termes sont d'autant plus petits qu'ils sont plus éloi- 
gnés du commencement de la série. Par cette raison, les logarithmes ren* 
fermés entre parenthèses pourraient être diminués d'une décimale, à des 
intervalles de trois et quatre termes alternativement; mais nous leur avons 
laissé le nombre constant de dix décimales, que chaque calculateur pourra 
diminuer à son gré. 

Tome III. 27 
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Si x* est très près de la limite le résultat de la série, qne 
avons bornée au dix-septième terme , ne pourra être en défaut que d'une 
ou deux unités au plus , dans la septième décimale ; mais moyennant la 
correction qu'on pourra lui ajouter, il deviendra exact jusqu'à la neuvième 
décimale. 

Soit A le dernier terme calculé, B lavant-dernier, on pourra supposer 

A* A* A* 

que les termes qui suivent B et A forment la progression -g- , , j^, etc., 

dont la somme est A » Celte somme, toujours facile à calculer, de- 
vra être ajoutée à la suite de A , pour tenir compte du reste de la série. 

Lorsque x* sera moins pr. s de la limite y, il faudra employer moins 
de ternies de la série pour obtenir nn égal degré d'approximation, en 
tenant toujours compte de la correction qu'on vient d'indiquer. 

2°. Si jc s est > 7 , il faudra calculer la partie de l'intégrale comprise 
depuis x 5 >| jusqu'à x = i. Cette partie étant trouvée, on la retran- 
chera de l'intégrale complète nprésentée par 4' » et le reste sera la va- 
leur de \x. 

Pour trouver la portion d'intégrale dont il s'agit, soit i— x* = u, 
ou x = ( i — uf , on aura -^j~x 5 ) =—\u i du{i—u)"K Faisant 

donc M=zf\tT i âu{\' — uf *, cette intégrale, qui devra être prise 
depuis « = o jusqu'à u=i — jc*, sera exprimée par la série 

0 « + < + M .£ + .--r-etcV 

* \ '53 o.io 5 5.io.i5 7 /' 

d'où l'on tire la formule suivante, pour faciliter le calcul numérique 
de U , 

{ U = fa* + Pu (9.4^96 87333 73) -f- Pu (9-94'95 5483i) 
4- P" (9-7 3a5 9 57598 3 3) + Pu (9 94776 05819) 
-\- Vu (9.83390 87409 4) ~f* Vu (9.95353 25291) 
-f- Pu (9.86857 91 358 6) -f Vu (9.95648 85886) 
+ Pu (9.89Î13 io5 7 3) -f- Vu (9.95984 38619) 
-+- Pu (9.91373 60760) -f- Vu (9.96271 68170) 
-f- Pu (9.93536 39659) •+■ Pm (9.96530 67604) 
-f- Vu (9.93464 69534) -f- etc. * 

Cette valeur étant trouvée, on aura 4°ct=-\(.i — U. 
339. Proposons-nous maintenant de trouver, par approximation, l'autre 
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y (| + jj. Si l'on a or* < ±, la valeur de cette in- 
tégrale sera 

., i ** , i.3 ar" 1.3.5 x' s , 

4* = *- ; .- ç + ^. n _- 4 - ë . Tir + etc. 

Cette suite se calculera par la formule (12), en ayant soin seulement 
de donner le signe — aux termes de rang pair. La série étant calculée 
jusqu'au terme =fcA, qu'on suppose précédé du terme q=B, le reste de 
la série, dont U faut tenir compte, pourra être exprimé approximativement 

par zp jf^™£- On pourra ainsi trouver une valeur suffisamment appro- . 

chée de tant qucr 8 n'excédera pas 7; mais pour aller jusqu'à x=i, 
il convient de suivre une autre formule. 

Soit, pour cet effet, -~-^ = u, ou x'^-^Tu* on aura 

et en intégrant par série, 

4'x = u*(i + - 7 - . ? + . ^ + - 7 — 7 ^ • £ 4-etc.'), 
» V io 6 ^10.30 * 11 ^io.ao.3o ib /' 

ce qui donne, pour le calcul numérique, la formule suivante : 

4'x = J + Vu (9.06694 67896 3o) -f- Pu (9.9419 5 9 38 99) 

-f- Vu (9.66617 74909 4) + P« (9-947 5 7 3a 4'6) 

+ Pu (9.79151 53119) -f- Vu (9.95186 28077) 

-f- P/< (9.84804 24207) -f* Vu (9.95564 62682) 

(i4) { + Vu (9.88037 38oo4) + P" (9 -9588 7 8n83) 

-f- P« (9.90133 5a594) -f- Vu (9.96167 o832a) 

H- Vu (9.91603 59557) -f- P« (9.9°4«o 8245a) 

-f- Pa (9.92691 93822) -f- etc. 
-f- Vu (9.93530 27682) 

L'usage de cette formule doit être borné à la limite x = 1 ; si l'on 
a x > 1 , il faudra faire une autre transformation. Soit alors 

7^= «, ou = , on aura = - \ u*du (.-«)" *• 

Soit donc U = /ju ~^du(x — u) *. Cette intégrale étant prise depuis 
u = o jusqu'à u= t ^ mJ ji $ on aura l'intégrale cherchée ««^'x = U. 

27.. 
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Or l'intégration par série donne 

u = »*g + 1 • â + & • S + • » + etc - )• 

ou en adaptant cette formule au calcul numérique 

U =s -h Pm (9.26626 78894 o5) H- Ptt (9.94085 55o66) 

4- P« (9.70645 8oa5 7 3) H- P« (9.94687 «7996) 

-h P« ( 9 .8i3 2 5 06728) •+- P« (9.95178 9 8515 ) 

, 1 *-f- Tu (9.86276 90896) + P« (9-9 558 7 4o953) 

+ ?u (9.89146 38u)o) -f- P« (9-959 5a oo8 73) 

-f- P« (9/91021 2o655) H- Pm (9.96276 6654a) 

4. P« (9.92342 8562o) + p " 0)- 96/|8« 5o63o) 

-f. P« (9. 93324 9 383 |) H- etc. 

240. Cette formule peut être employée depuis x= 1 jusqu'à * = 
mais pourvu que x* surpasse 2, on pourra faire usage d'une formule 

.1 . f* dx 

plus simple que donne la substitution x= -; on en tire ^ - ( , + 

= _yL_i^ ? . ; faisant donc U = J^^^oa aura » en wt«g"»* 
par série, 

i/« 1 a» , i.3 i.3.5 u' 5 , , \ 

U = 2M , ( = • -5 H 2 • -3 / c • Tî H" elc - J » 

V 3 1 [3 1 a. 4 a3 2.4.6 33 / 

ce qui donne pour le calcul numérique la formule 

' U s= )«• — Pti s 19.06214 70067 49) — Ptt 5 (9.92577 i56oi) 
P«» (9.62-27 67796 81) -f- P« 5 (9.95536 93291) 

— P« 5 (9.76103 265oo 9) — Ptt* (9«93ip5 5395i) 
-f- P« 5 (9.82705 553-5 2) -f- P«* (9.9Ù68 99263) 

— P/< 5 (9.86343 5ug54) — P// s (9.94902 01 5 12) 
-f- Ptt 5 (9.88714 67J93) -f- Ptt 5 (9.95 :7a i5563) 

— Ptt 5 (9.90585 5oo6o) — P« 5 (9.95592 15.^98) 
-f- Ptt 5 (9.91621 6o44 2 ) H - e,c « 

U étant trouvé, on aura 4'* = 4'? — ^* 

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra le 
plus souvent calculer jusqu'à la dixième, et quelquefois jusqu'à la dou- 
zième décimale, ou même au-delà, la valeur de 4-* el celle. & e ^' x - 
Voici maintenant quelques exemples de ces calculs, qui auront leur 
application dans les recherches suivantes. 



(•6) 
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Exemple I". 

a4i. Les nombres et et Ç e'tant déterminés d'après les formules 

.-^C_=-) _(»==), 

où l'on a m = \/5 = 2.a36o6 79774 99788; on demande les valeurs 
de 4* et approchées jusqu'à la dixième décimale au moins. 

Pour obtenir plus facilement les valeurs numériques de et et ^, j'ob- 
serve qu'on a, d'après la table III, tome II, 

H* + •) = \/(~^) » * sin 36- = 1 . i 7 55 7 o5o45 84946, 
i(C — a) = — - — = 2 — 2 cos 36" = 0.38196 60112 5oio6; 



de 



là Us i.55 7 53 65i58 35o5a, 
i * = 0.79360 44933 54840. 



Pour avoir le logarithme de ce, je remarque que 7936 étant le produit de 
256 par 3i, on a, par la table de Gardii 



nier. 



log(o. 7 936) = 9.89960 i65gi 46122. 

Faisant donc a := 0,7936, x = 0.00000 44953 3484 , et appliquant les 
formules log (a -f- *) = log a -f- R , log R = log (^5)— i.^î , 0 Ù 
m! = 0.434^9, etc., on aura 

log* = 9.89960 41180 9900. 

Ensuite , puisqu'on a «6=m — 1 = 4 sin 18 0 , on trouve, par la table III, 
log a£= 0.09204 25554 >4o3, et par conséquent 

log € = 0.19243 823-3 i5o3. 
Calcul de >|/et. 

242. Puisque, d'après la valeur trouvée, on a a? < i, il convient de se 
servir de la formule (12), dont les diflërens termes, désignés par 1), 
a )> 3), etc. , se déduiront de leurs valeurs logarithmiques comme il suit : 
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i) ou * 

A • • . • 


9.89960 41180 99 
9.49803 oî>9o4 95 
8.90081 87539 5a 




4.74967 79904 
9.49802 0^905 
9.90287 45097 


S) 


8. 3 1844 34Ga5 46 
9.49802 o5<)o4 9^ 
9.61181 98386 3 


8) 


4 . 1 5o57 30906 
9.49803 06905 
9.91548 99205 


3) 


7.43838 588 16 6 
9.49802 05904 9 
9.75809 i4565 


9) 


3.564o8 36oi6 
9 • 49802 05905 
9.92520 24^i3 


4) 


6.68439 59386 5 
9.49803 OJ905 
9.83390 87409 4 


,0) 


a. 98730 66334 
9. 900:1 oiyo^ 
9 -93 201 I 2000 


5) 


6.0O653 02600 
9.4^802 o5<|o5 
9.861^8 8456a 


«0 


a. 4i8a3 84848 

9.49002 00903 
9.93917 87630 


6) 


5.36585 43067 
9.49802 05905 
g.88582 30932 


,3) 


1.85543 78383 
9.49802 05905 
9-9i437 47863 


7) 


4-74ï>67 799o4 


•3) 


1.29783 3ai5i 
etc. 



1) = 0.79360 44q33 35 

a) 2081 82137 i3 

5) 268 09201 67 

4) 48 54993 88 

5) 10 14671 o3 

6) a 33i85 08 

7) 5619a 45 

0.81771 743i4 59 
1914 1 48 



8) 

9) 
10) 

«0 
,a) 

»3) 
R. . 



0.00000 i4'44 °3 

5tkï5 04 
971 ao 
261 96 
71 69 
19 85 

7 7» 



19141 4S 



*\,a = 0.81771 93456 07. 

Calcul de 4'^* 
243. On appliquera dans ce cas la formule (i5); et d'abord 
log € = 0.19343 83573 i5, 
log £* = 0.96319 ri865 75, 
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il faut déduire de ce dernier le logarithme de 1 £*, qui fera connaître 
celui de «=r^. 

Pour cela, je remarque qu'une valeur approchée de £* est 

9.16635 == ^ = «, dont le logarithme, calculé avec 13 décimales 
par la table V, est 

log a as 0.96219 ,6 9 8 <> ©4 ; 

de sorte qu'en faisant r sa 0.00000 o5i 14 29, on aura log S* as log a — r. 
Maintenant on peut connaître, avec une semblable approximation, le lo- 
garithme du nombre i + a=z~ = 0 .3 7 5 X 271 1 : ce logarithme est 

log (1 H- a) sa 1.007 16 07853 083. 
H ne reste donc plus qu'à appliquer les formules connues 

!og(« + *)ssl(,+«)_R, ^ = 7^, 
logR = 1(0/) — i^. 
En voici le calcul ; 

r 3.70878 555o5 

i-f-a. 1.00716 o 7 855 i-f-a.... 1.007 16 07855 082 

r 1 2.70162 4565a 46" 334 

a 0.96319 16980 1 + 1.0071605241 858 

— t 1 *' — 25î « 8.99285 96758 143. 

R. ... 3.6o38i 6238i 

Au moyen de la valeur logarithmique de u, on procédera au calcul de la 
formule (i5) comme il suit : 
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5.28625 62590 7 




g. 69785 19027 44 2 ^ 




8.99283 96758 1 


A 

*ï * * • * * 


9.82590 87409 445a 




9.86276 908. ;6 


i) 

V 


9.52176 064 36 8858 


5) 


4. i4'86 5o2.{4 8 




8.99283 96768 142 


* 


8.99283 96758 1 




9.26626 78894 o5 




9.89146 38190 


a) 


7.78086 820H9 08 


6) 

* 


3.02616 85ig2 9 




8.99283 96758 14 




8.99283 96758 1 




9.70645 80257 3 




9.91021 ao633 


3) 


6.48016 59104 52 


7) 


1 .92922 02584 


8.99285 96; 58 14 




8.99283 96758 




9.8i32j 06728 




9.92342 8562o 


4) 


5.28625 62590 66 


8) 


0.84548 84963. 



Pour trouver avec 1 2 décimales le nombre dont 1 ) désigne le logarithme, 
voici le procédé dont on use ordinairement, pour suppléer aux tables qui 
n'ont que dix décimales. Par les labiés ordinaires, on trouve que 0.532476 
est une valeur approchée du nombre que l'on cherche ; pour en trouver 
commodément le logarithme avec 1 2 décimales ou plus, je réduis ce nombre 
à 3324 7 5 = 4o5 x 825. Soit donc rt = o.3324 7 5, et l'on aura, par la 
table I de Gardiner, 

log a = 9.52175 89946 9105. 

Appelant A le nombre cherché, on aura log A = log a -f- r, en faisant 
r = 0.00000 16489 9755. On déterminera ensuite A — « par la formule 
très simple log (A — a) = log («Mr) + Jr, dans laquelle M est le nombre 
connu 2.3025, etc., dont le logarithme s= 0.36221 56887. 

a 9.52175 89946 9 

M 0.56221 56887 

r 4- a, 7 32 ooio3 3 

8245 o 

A — a 4.10x19 55i82 2 A — a = 0.00000 12623 9574; 

donc A = 0.33247 62623 9574. 

On pourra calculer d'une manière semblable le terme 2 ) ; les autres se 
calculent par les tables ordinaires, et l'on a les résultats suivans : 
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0 = 


o. 553^7 GaôaS g5- 




6o3 7 6538 281 


3) 


3o 2iio5 632 


4) 


1 j)33io 863 


5) 


i3863 249 




0. 33883 6744 i 982 
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6) = 0.00000 01062 108 

7) 84 961 

8) 7 006 
R 0646 

n54 721 
o. 33883 67441 982 



U = o. 33883 68596 7 o5. 



Connaissant U, on aura 

4'£ = 4/1 — U = 1. 2io85 94180 7-. 

Exemple II. 

244. Les nombres a et S étant déterminés par les formules 

G = â + V v - ^' 

ou r 0D a 1±J? = , + a cos 36» et y/(^=^) = 2 cos ,8 °> 
on en tire, par la table III, tome II, 

a = 0.71592 09561 59586, log a =5 9.85486 5o 7 5i 0294, 
€ = 4.52014 70213 40203, log € = o.655i5 a56o8 1099. 

Il s'agit ensuite d'avoir les valeurs de 4'* et 4'£- 

Calcul de 4'*- 

Puisqu'on a encore «t 5 < l , il conviendra de se servir de la formule (1 2), 
dans laquelle les termes de rang pair devront être pris avec le signe — . 
Voici ce calcul : 



Tome III. 
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i) a.. 



5) 



g.85486 5075 i 0394 
9.3743a 53755 147 
8.93081 87539 5a 

8.o5ooo 93045 696 
9.3743a 53 7 55 147 
9.61 181 98386 

6.936i5 4408G 84 
9.3743a 53755 i5 
9.75809 i4565 



4.30261 
9.37433 
9. 8858 2 



91888 
53 7 55 
3op33 



8) - 



65 7 5 



5.36376 
9. 37433 
9.90287 4 J°97 



53-:5f 



a .55996 
9.37453 
9.91548 



75.437 
53755 
90ao5 



4)- 


— 5.96857 13407 


0) 


1 -72978 3î>587 


9.37433 55755 




9.3745a 55755 




9.83390 87409 




9.93530 34 » 1 5 


5) 


5.0G680 535 7 i 


,0)- 


0.93951 o6555 


9.37433 53755 




9.37^33 53755 




9.86148 84563 




9.95391 13609 


6) — 4.30361 91888 


11) 


o.i3654 73919 








9-'477 5 79 






• 

R — 


9.38438 5s. 


0 = 


0.71593 09561 596 


O.70548 08687 I30 


3)- 


11 33 04 a s3 496 


7) 


a5o5 5 1 3 




0.70470 o5538 100 




10993 653 


3) 


86 3 3854 a33 


8)- 


546 711 




0.70556 38193 353 




10645 93a 


4)- 


9 50189 088 


9) 


53 676 




0.70547 o8oo5 345 




10699 ^ 


5) 


1 i6faS 679 


,0)- 


8 498 




0.70548 3465 1 934 




10691 100 


6)- 


13944 804 




1 569 




0.70548 08687 120 




10693 469 






R — 


193 






4'« = 0 


.70548 10693 377. 
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Calcul de 4'£ . 

Il convient, dans ce cas, de faire usage de la formule (16), dont voici 
le calcul : 

C o.655i5 2*608 11 1) = 0.06937 i3io6 36a 

a) — /(2419 



447 



i a , * r i~ O.06936 70686 gi5 

...... 9.67^57,959^» 3) 9 53o 

\ 9.83390 87409 44S ' * 

,) 8.84.179^97^78 /n :° 6 9 6 445 

u s 6.7^23 7,959 45 HJ _ 

9.06214 79067 49 u = 0.06936 70696 442 

x , er ë ~i 4'ï = »• 54969 6a 777 47 

2) — 4-62756 5oou4 22 — 

6.72423 7,959 45 4'£= i.48o3a 92081 o3. 

9.62727 67797 

3 ) °-979°7 »97 8 1 
6.72423 7,959 

9.76403 265 

4) — 87.46734 882 

Exemple III. 

Voici encore quelques exemples qui auront, ainsi que les prece'dens, 
leur application dans les recherches suivantes : 

4î = o.5oi3, 9o336 614, 
4' i- = o. 4987 1 42706 664 , 
4', ss 0.93885 1439', 40, 
4'a = i.3i483 28467 59:). 

Les deux premiers ont été calculés par la formule (ta), les deux autres 
par la formule (i5). 



a8.. 
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§ VU. Application du théorème général au cas de la fonction 
$x = t — x 5 , et en supposant p = 5. 

2^5. Dans cette supposition, nous bornons à cinq le nombre des trans- 
cendantes 4* ° u 4'* 1 * formant le premier .membre de lequation (3). 
Parmi ces cinq transcendantes, trois sont censées connues par autant de 
valeurs particulières de x prises à volonté, et qui serviront à déterminer 
deux autres valeurs de x nécessaires pour compléter le nombre de cinq 
transcendantes avec lesquelles se forme le premier membre de l'équa- 
tion (3); et comme sur les trois valeurs arbitraires de x une, deux et 
même trois peuvent être supposées nulles, les calculs que nous allons dé- 
velopper s'appliquent non-seulement au cas où les fonctions comprises 
dans le premier membre de l'équation (3) sont au nombre de cinq, mais 
encore à plusieurs de ceux où les fonctions sont au nombre de quatre , 
trois ou même deux seulement. 

Cela posé, on sait qu'en faisant m = y/5, le binôme i — x 5 est 
le produit du facteur simple i — x par les deux facteurs doubles 

, _|_ X (!^_±J) -f- et i — xÇ~-^ -f-x"; on pourra donc faire 

< p 1 x = ( I -x)( I -x.^- + -^)= I _x.^'+x-."^_x', 
ftJt-» + *-- h*'. 

Prenant en même temps ôxssa-f-x et 8,x = c c,x, il faudra, pour 
la solution de notre problème, satisfaire à l'équation 

(i 7 ) (c^c,xr^+x. m p^)-(a^xy^x.^^x'.^^x') 

— (x — x,) (x — x.) (x — x,) (x — x 4 ) (x — x 5 ), 

dans laquelle on remarquera que (a -f-x) 4 est mis à la place de (a-f-a 1 x)•, 
qu'indique la forme générale de 8x, parce que le coefficient de x s devant 
être le même dans les deux membres, il aurait été nécessaire de faire 
(a,)' = i , ce qui permet de prendre a, = i. Si l'on remarquait que les 
signes du premier membre de l 'équation précédente sont contraires à 
ceux du premier membre de l'équation (a), considérée comme type de 
toutes les autres, nous répondrons qu'on peut changer à la fois les signes 
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de <p t x et f % x, sans changer le produit <px, et sans rien changer non 
plus au second membre de 1 équation (3). 

Maintenant l'équation (17) est préparée de manière à satisfaire à tous 
les cas particuliers que nous avons indiqués. Elle offre, en général, cinq 
équations de condition , dont trois sont nécessaires pour déterminer les 
coefficiens c, c,, a en fonctions des trois quantités prises arbitrairement 
dans la série x,, x,, x s , x 4 , x 5 ; elle donnera en même temps l'équation 
du second degré , qui a pour racines les deux autres valeurs particulières 
de x, prises dans la même série. C'est avec tous ces elemens qu'on for- 
mera, pour tontes valeurs données de la fonction entière fx et de la 
constante a, 1 équation (3), qui contient une propriété générale relative 
à cinq des fonctions désignées par ^x ou >J/x. 

2^6. Pour considérer d'abord le cas le plus simple, supposons que 
deux des valeurs arbitraires de x soient nulles; il faudra que chaque 
membre de l'équation (17) soit divisible par x*, c'est-à-dire que le coeffi- 
cient de x° et celui de x soient nuls dans le premier membre; ce qui don- 
nera les deux équations de condition 

o = c* — a', 

o = ™ 1 (c* -f- a*) acc, — rua. 

La première permet de prendre a — c , car le signe de c est à volonté 
dans le carré (c -f- c,x)\ et alors la seconde donnera 

Au moyen de ces valeurs, le premier membre de l'équation (17) étant 
divisé par x % , donnera pour quotient 

+ *-[^c- -(.-.Je- (==i)] 

-f- x[ac* — a (m -f- i)c -f- m -f- 1] 
— (m H- i) c* ■+• (m -f- 1) c. 

Le second membre de la même équation, divisé également par x*, ne 
contiendra plus que trois facteurs 

(x — x,) (x — x,) (x — x 3 ). 

Soit t la valeur prise arbitrairement de l'une des quantités x lt x % , x 3 , et 
soit x*— px -f-^ = o l'équation du second degré, qui a pour racines 
les deux antres quantités; ce second membre s'exprimera encore par 
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(x — ■ t) (x* — px 4* q), et son développement sera 

x s — (p 4- + (/* 4- q)x — ?*; 
on aura donc les trois équations 

/' + ' = - (^-V + c - oc + 

pt (j — 2c* — a (/« + i)c + m + i, 
^ = (m 4- — (m 4" 0 e * 
Éliminant p et (/ de ces équations, on aura entre c et * l'équation 

o _ c .C"_±i<. + 3 t -m- ,) 

— <?[{/» — i)f 4- a(/n 4- i)< — m — i] 

4- < 3 - *' 4- (»» 4-0'- 

Celle ci donnera la valeur de c en fonction de /, savoir 

3 — m 



(.8) c = 



t 1 + 2t — i + y(t — fi) 

m -+■ • • , ~ ' 
— /' -h (m — i) r — 2 



valeur qu'on aurait trouvée plus directement pr la formule du n e a33. 

Connaissant le coefficient c, on aura les valeurs de p et q par les 
formules 

('!>) ï ? = — a (/« 4- i) c 4- m 4- i , 

f o« q = —7— (c* — c) ; 

et la résolution de l'équation x % — ju? 4-9 = 0 donnera les deux antres 
racines x = € , x = y , qui serviront à former le premier membre de 
l'équation (3j. 

On voit que par la seule donnée t, dont la valeur positive doit être 
plus petite que 1 , et la valeur négative peut être d'une grandeur quel- 
conque, on déterminera d'abord le coefficient c, puis les deux racines 
.r = € , x = y , au moyen desquelles la somme des trois fonctions 
4* , 4^» P r ' scs avec des signes convenables, sera égale au se- 

cond membre de l'équation (5), composé en général d'une partie cons- 
tante, d'une partie algébrique et d'une partie logarithmique, lesquelles 
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pourront être réduites à une ou à deux, ou prises toutes ensemble, sui- 
vant les diflerens cas. 

247. A l'égard des signes dont ces fonctions doivent être afl'ectées, il 
suffira de les déterminer pour le cas où l'on considère la fonction la plus 

V (ç x) i car nous avons déjà dit (218) 

que les signes des termes de la somme 24»-* étant connus , on en dé- 
duit facilement ceux des termes de la somme qui s'applique à toute 

autre fonction comprise dans la formule générale -Ix- = f, —"tr—, — ». 

Nous donnerons ci-après une règle sûre et facile pour déterminer les signes 
de tous les termes qui composent la somme 2>J.^, quel que soit le nombre 
des valeurs données de x, et dans toules les combinaisons qui peuvent 
servir à déterminer tant les coefficiens des fonctions Q.r et Q,x que les 
auxiliaires qui, concurremment avec les fonctions données, forment la 
somme dont il s'agit ; mais comme nous considérons maintenant le cas de 
la seule donnée désignée par l'emploi de cette règle n'est pas absolu- 
ment nécessaire : d'ailleurs, nous y suppléerons par une construction géo- 
métrique adaptée particulièrement au cas dont nous nous occupons. 

Avant de faire des applications de la formule (18), nous devons en- 
core remarquer que cette formule donne deux solutions, à raison du 
double signe dont ^(1 — t*) est susceptible; et, parce qu'on peut aussi 
changer le signe de m, en mettant — \/5 au lieu de -f- |/5, il est vi- 
sible que chaque valeur de t fournira quatre solutions, c'est-à-dire qu'il 
y aura quatre manières de faire en sorte que la fonction donnée -^t ou 
•\,'t , jointe à deux autres fonctions de la même espèce , prises avec des 
signes convenables, soit égale à une constante déterminée. Il pourra ar- 
river, dans l'une de ces .solutions, que les valeurs des deux auxiliaires 
soient imaginaires, mais la solution n'en existera pas moins analyti- 
quement. 

Maintenant , nous allons faire voir , dans un assez grand nombre 
d'exemples appliqués à la simple fonction de première espèce 

^x — f-çr^~~^> comment on détermine la constante, qui est alors 

le second membre de l'équation (3). Cette question, dont il ne parait pas 
qu'on puisse donner la solution a priori et d'une manière générale, mérite 
de fixer l'attention des analystes, par les résultats très pen variés et très 
simples qu'on obtient constamment dans les cas particuliers. 
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Exemple I". t = o. 



248. Alors on aura les deux valeurs c = o, c = i. 
Soit, 1". c = o, les équations (19) donneront p = 
on aura donc à résoudre l'équation 



m — 1 



x % — Ç" ^ ' )x + m -f- 1 = o, 




Ces valeurs étant imaginaires, nous ne nous en occuperons pas, quant à 
présent ; mais en changeant le signe de m, on a une solution réelle , 
savoir : 



Substituant la valeur connue de m , et faisant 

€ = o.565gS 53^99 / { 556i, log € = 9.75278 98508 95, 
y = 2.18399 93|86 93455, log y = 0.33925 2 5o/,5 i856, 

les racines de notre équation seront x = 6, xz= — y; ainsi le premier 
membre de l'équation (3) sera -l/ydz-\Ç t le signe de 46 étant encore non 
déterminé. 




Calcul de ^€ par la formule (1 a). 



0*. 



. . . 



9.7527S 98508 95 

8. 7 G3 9 i g 2 5/,4 7 5 
8.92081 8-539 ^2 




7.45755 78I93 22 
8.76394 92544 75 
9.61 181 98286 



5.8i332 694*4 
8. 7 65 9 4 92545 
9.75809 1^565 



4€ = 0.56877 i4584 io34. 



4; 



4.33536 76534 
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4-33536 7 6534 1.54866 535 9 6 

8 -7 63 94 9 2 545 8.76394 92545 

9.8 2 5 9 o 87409 9.8858a 50953 

5) 2. 9a 5 22 56488 7) 0.19845570-73 
8.76394 92545 8 76394 93545 
9.86148 84562 9.90387 45097 

6) 1.54866 55595 8) 8.865a5 947,4. 

Calcul de 4'> par la formule (1 5). 

y i ,85 Q 6 « = 49-689= 9X5.53,, 

> 1.6963620335928 1 +« = 5o.689= I73XO. 3û5 

;;;: la+ ^|4; k«w*X*\ 1£ 

I «i-J-r, r=2366o i334 i+a' 

i-f-a.... 1. 70491 57334829 ,R = 1(«'0-Kr / . 

R 333l3 O92 r 4.35526 24622 

l-f"> S ... 1.70491 59447921 I-f-fl... 1. 70491 57235 

«V 8.39508 4o552 079 ✓ a.65o34 87387" 

«" 9.48853 52i65 6237 « 1.69626 02566 

! 9.83590 87409 445a ïr* 2a3 

.) 9.31345 5 9 5 7 5 067 R 4.5466o go^ê. 

u 8.39508 4o553 079 ^ 

9.36636 78894 o5 ^ — °-2o55a 13775 810 

3) 6.8 7 3 7 8 59021 196 74 78007 5 99 
8.29508 4o553 1 * 75o 4 6 °8o 
9.70645 8o35 7 5 Zj S 63 o8i 

5) 4.87533 79 85o6 6) 15 !^ 

8.29508 4o553 1 R g 

9 .8i535 06728 . 

4) 3 . 9 3366 37,107 J>=V 2 £ZT 0i ? 9 
8 . 09508 4o553 1 4 5 1-5496963777 47 

9.86376 90896 +'> = 1 .3456i 9597a 85a 

5) i.i4i5, 58558 8 ^ 5=3 0.56877 '4584 io5 
8.39J08 4o552 1 C = 0.77484 8i588 729. 
9.89146 38190 

6) 9.5^806 37301 

Tome III. a9 
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On voit qu'en faisant 4'> — 4É = C, la constante C a «ne valeur qui 
s'accorde, aussi parfaitement qu'il est possible, avec la valeur connue 
i 4'i = o. 77484 8i588 7 35 ; ainsi on devra avoir exactement 

C'est l'équation qui résulte de la supposition t = Q, en choisissant la valeur 
c = o, et prenant m négatif. 

a4 9 . Soit, 2°. c— i, on aura l'équation 

ar» -h (3 — m) x — m -|- r = o , 
dont les racines sont 

x _ _ (i^) + ^(L=-). 

« - - (-T-) - v/(^> 

Ces racines sont les mêmes qu'on a désignées ci-dessus ( a,{ i ) par x = et, 
jc = — Ç; et le calcul qui a été fait des fonctions 4*» 4'€> * donné pour 
résultat 

4'C = i.2io85 94180 77, 
4«= 0.81771 93456 07. 
Avec ce* deux fonctions on formera l'équation 

4'e + 4« = c, 

dans laquelle C' = 3.02857 87636 84. Or, par les valeurs des fonctions 
entières 4' cl 4' i » données art. 33;, on trouve 

4» + H'ï - 3.02857 8 7 656 9° 5 î 



ce qui s'accorde, aussi bien qu'il est possible, avec la valeur précédente 
de C : donc on doit avoir exactement 

4'e-f-4« = 4i + i4'f 

a5o. S*. Si I on prend toujours c = 1 , mais qu'on change le signe de m, 
on aura deux nouvelles valeurs de x, savoir : 

, = _ (!±-) + y/C-±*), 

« = _ ç±?) - VC^y 

Ces valeurs ont été désignées ci -dessus (a44) paT — a et par — S, et l'on 
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a trouvé 

4'* = 0.70548 10693 377 
4'£ = i.48o3a 920b 1 o3 

4'€ — y* = 0.77484 81 388 7 55. 

On voit donc que la valeur de — -\,'a s'accorde, aussi exactement 
qu'il est possible, avec la valeur connue de 7 4/ 5; donc 011 a exactement 

4'é - 4'* = 

C'est la même constante que nous avons trouvée pour les valeurs t=s o, 
c = o, et en prenaut, comme nous veuons de le faire, m négatif. 

Ainsi le cas de t = o, qui devait fournir en général quatre solutions , 
en donne trois réelles et une imaginaire. 

Dans le cas des racines réelles, la constante du second membre de 
l'équation (5) s'exprime exactement par les fonctions connues 4 1 et 4/ £ , 
lesquelles appartiennent à un ordre de transcendantes plus simples , puis- 
qu'elles s'expriment par les fonctions T. 

Exemple II. t = 1. 

a5 1. Alors, de l'équation (18) on tirera la valeur unique c= , et 
l'on aura l'équation à résoudre 

«* + ( 3 •+• m ) x H- 1 + m = °; 

d'où l'on tire 

Ces deux valeurs ont déjà été désignées, dans l'exemple précédent, par 
x — — a. , x — — £, et nous avons trouvé 

4'C - 4'« = H'î- 

Ajoutant de part et d'autre 4 1 » on mn entre les trois fonctions 4 > # 
4'a, 4'6 l'équation 

4, 4'C — 4'a = 41 -f- i4i. 

On aurait, entre les mêmes fonctions, l'équation 

4, - 4'C -f. 4' a = 4, - = 0.47888 34859 455; 

ce qui offre une nouvelle constante qui ne s'est point encore présentée. 

39.. 
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Si l'on changeait le signe de m dans les deux valeurs de x t on aurait en- 
core les mêmes' valeurs, désignées par « et — € dans l'exemple I er , n° s4i, 
ce qui ne produirait aucun nouveau résultat. 

Exemple III. t = — t . 

a5a. Alors l'équation (18) donne, en faisant y/(\ — = — l/a, 

m + i , m — i . q — m , , 

c = — 3^+— — y/2, c* = + 2 s/ 2; 

il en résulte 

p = — m — 5 — am^/a, 
q = 1 — 5m — amy/a; 

et en résolvant l'équation x* — px + qz=zo, on aura les deux racines 

Voici d'abord comment on peut réduire en décimales les nombres de 
cette formule, au moyen de la table III du tome II : 

a.6i8o3 39887 49894 

mv/a = asin45°+ 4cos 37 0 — 4sina7°= 3.16637 7660» 6838o 

5.78031 16489 18374 
5(m-f- 1)1/2 = ao (sin 9* + cos g») = aa.88a45 61137 07580 

a ^ — 33-56a3o 58987 49046 

45.44476 aôi 14 564a6. 

On aura donc 

x = — 5.78031 16489 18374 ± 1/(45.44476 aon4 56436). 

Désignant ces deux valeurs par x = a, x = — €, on aura 

a = 0.96096 15771 10, log a = 9.98270 59328 87, 
C = ia.5ai58 4^749 4^55, log € = 1.09765 92946 9a. 

Calcul de 4* par la formule ( 1 5 ). 

a 9-98270 59338 87 5.10745 19198 6 

* s 9«9i55a 96644 35 9.a5656 47910 5 

«=i— a 5 .. 9-35656 47910 3' 9-89512 10573 

6) 4.35913 77681 9 
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«• 9.62828 2 5955 l5 

0.4.... 9.60205 99913 28 

1) 9.33034 a3868 43 

u 9.25656 479'° 3' 

9.42596 87322 72 

3) 7.91287 59101 46 
9.25656 479 to 3i 
9.78239 35598 23 

3) 6.90183 44610 o 
9.25656 479' 0 3 
9.82390 87409 4 

4) 5.98230 79929 7 
9» 25656 479 10 3 
9.86857 91 358 6 

5) 5. 10745 19198 6 



1) =3 0.16995 83o32 930 

2) 818 23096 369 

3) 79 76905 754 

4) 9 60081 261 

5) 1 38071 35o 

6) 18160 917 

0.17904 89548 56i 
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6) 
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4.25913 77681 9 
9*25656 479 10 3 
9.91373 60760 

7) 5.42842 86352 2 
9-35656 479'° 3 
9.92526 2 9659 

8) s. 61025 63921 5 
9. 35656 479»° 3 
9.93464 6953 4 

9) 1. 80146 8i365 8 
9.35656 479'<> 3 
9.94195 5485i 

10 ) 0 -9999 e 8 4">7 1 
9-35656 479 10 5 
9.94776 o58i 9 

11) 0.30439 35836 4 
9.38576 039 

13) etc. 9.49005 397. 





0.17904 89348 56 1 


7) 


3681 814 


8) 


407 631 


9) 


63 3og 


10) 


9 999 


«0 


1 601 


13) 


3og 




0.17904 935 1 3 314 


4- 


1 .35375 06348 17 




=s 1.07468 13734 956. 



Calcul de par la formule (16). 



€ 


1.09765 93946 93 


0 




8.90354 07053 08 


a) 


» 

u . . • * 


9.451 17 o35a6 54 


3) 


• 


9.83390 87409 44 




0 


8.17741 97989 06 





56 39898 
8 



o.oi5o4 59507 59164 
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i) 8.17741 97989 06 o.oi5o4 59507 59164 

m 5 4.51170 55365 40 1.54969 62777 47 

9. 063 i 4 79^7 49 4'C — ,.534G5 05269 878 

a) 1.75137 îaSai 95 4* = 1.07468 13754 956 
4.51170 35aG5 4 0.45996 89534 923 

9.63737 67796 8 ^ _ 0 . 9 3 885 )4 3 0/| ^ 

5) 85.89035 i5384 1 c , _ 0 ^ ?m a485tJ ^ y8 . 

Cette constante C" formée, comme on voit, de la somme 4/ 1 4*4'*— 4'£» 
s'accorde, aussi bien qu'il est possible, avec la quantité connue 
4, — i 4,' ^ = 0.47888 34859 435; ainsi l'on aura exactement 

4- ^ x _ = 41 — ; 

La formule d'où l'on a tiré cette première solution en donnera successi- 
vement trois autres, par le changement de signe de l'une des quantités m 
et 1/2 ou de toutes les deux. 

Seconde solution, en changeant le signe de /«. 

Alors la formule est 

* ( 3 -^) + mv* * v/Tj^ - 5<— .)V»] , 

mais la quantité sous lcradical étant négative, parce que le changement 
de signe a éié fait de manière que m désigne toujours \/5, ces racines sont 
imaginaires. 

Troisième solution, en changeant le signe de 1/3. 
On trouve encore que les racines sont imaginaires. 
Quatrième solution, en changeant le signe de m et celui de v 2. 
a55. Alors la formule est 

», — ± t/r>=* + 5 (« - '.>✓»]. 

et en mettant les valeurs numériques connues, on a 

x = — 5.54434 36714 1 8486 =b 1/(11. 17801 45903 27574). 
Ces deux valeurs sont toutes deux négatives ; en les désignant par x= — a 



et jc = — C, on aura 

et = 0.20088 98776 61767, log et == 9.30295 8o542 87578, 
£ == 6.88759 7465i 75ig5, log C = o.858o6 77575 35197. 
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Calcul de 4'a par la formule (13). 

1) a... 9.30295 8o54a 87378 1) = 0.20088 98776 61767 

* s . . 6.51479 02714 3689 2) — 54773 06951 

8.93081 87539 5a 44003 548,6 

a) — 4. 7 3856 70796 76 3) 7 33i24 

6.5i479 02714 37 — 

9.6,,." 98,86 4) _ « 0,<> 8 **° 

5) o.865, 7 vm , +1- = 0 "^5 8 44oio II 

6.51479 03714 4 11 ' 

9.75809 i4565 



4) — 87.i38o5 89076 5 

Calcul de 4'6 par la formule (16). 

« = £.. 9.16193 22424 7 48o3 ,) = o.o3688 i3 7 5o 62905 

u« 9.58096 61212 3 7 4ol a ) ~~ a 7 45 46697 

9.82590 87409 44319 IIOo 5 i6ao g 

i) 8.56680 71046 56523 3 ) 7 5o8 

«* 5.80966 I3I35 7 4oi5 o.o3688 îioo5 a3 7 i6 

9.06214 79067 49 r.54g6g 6277 7 4 7 

3) — 3.43861 63357 795 = f.5r28i 5i 772 253. 

5.8(X)66 12133 74 

g. 63737 67796 8 

5) 88.87555 431 58 3 

Avec les valeurs trouvées, on essaiera les combinaisons suivantes : 

4'£ = 1.51381 51773 333 
4'* = 0.30088 44010 866 

4'C 4'« = 1.7,369 95 7 83 099 
4'i = o. c)3885 14394 40 

4 V £ -f- 4'« — 4'i = 0.77484 8i388 699 
±4' * = 0.77484 81 388 7 35. 
Ainsi , il est visible qu'on a exactement 

•4^- r .4'*-4'i = H'^ 



FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 
254. Voici un petit tableau qui contient les cinq résultats trouvés 
dans nos trois exemples, et dont le nombre pourrait être m ait i plié in- 
définiment , en prenant pour t d'antres valeurs particulières à volonté. 



Trois râleurs de x, dont une donnée — t, 
les deux autres conclues. 


Equation entre les trois fonctions 
correspondantes. 


l = 0, 

r= r + '):fciï/(.8m-,o), 

\ H / 4 
x — a, x = — ff, 
« = o.565g6 53599 4356i , 

c = 3.18399 93486 93455. 


4' — °» 

4a = 0.56877 «4 58 4 « o3 4» 

4'." = 1. 3436i 9597a 83a, 

4'C - 4« = 14'i 

^ 0.77484 8i388 7 35. 


*--( î 7"W( 5 7"> 

\ a f v \ ■* * 

i = «, x = — C , 

m = 0.79360 44<)33 3484o, 

C 1.55753 65i58 35o5a. 


4< = 0, 

4* = 0.81771 93456 07, 

4'C = i.aio85 94180 77, 
4* + 4/c = *i + *4'j 

= a. 03857 87636 905. 


*=-e4-"W( 5 -^). 

x = — <*. x = — C, 
C s 4-5aoi4 70213 4 oao2 - 


4-< = 0, 

4'* = 0.70548 1069a 377, 

4'C = 1.48033 93081 o3 4 
4'C — 4'a = i 4' -■■ 


1 sss — l, 

,--( m t 3 )- ral/1 

X = « , * = — C » 

« = 0.90090 13771 10, 

C = ia.5ai58 46749 4 655 - 


■ 

>'i = 0.93885 14394 4°i 

4* = 1.07468 13734 956, 
4'C = 1 .53465 03369 878, 

4'i + 4* - 4'C = 4« - É4'i 

= 0.47888 348S9 435. 


. = - - »v» 

X = — *, x = — C, 
« = 0.30088 98776 61767 , 
C = 6.88759 7465i 75195. 


4/1 = 0.93885 14394 40, 
4* = 0.30088 440 to 87803, 
4'C = 1.51381 51773 333, 
4* + 4'C - 4'i = IV l 

* 
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a55. On peut, par une construction géométrique, rendre compte des 
différentes valeurs que peut avoir la constante qui forme le second membre 
de l'équation (3) , quand on ne fait entrer que trois fonctions dans le pre- 
mier membre, c'est-à-dire quand on détermine, d'après les équations (18) 
et (19), deux valeurs particulières de x correspondantes à une valeur 
donnée x — t. On trouvera que la constante dont il s'agit ne peut 
avoir que trois valeurs différentes, tant que m est pris positivement dans 
les équations citées. 

En effet, si l'on considère t comme l'abscisse et c comme l'ordonnée , 
l'équation (18) deviendra celle de la courbe tracée dans la fig. 3. L'origine 
des abscisses étant fixée en A, les abscisses positives ne s'étendent que jus- 
qu'à la limite AC = 1 , où l'on a l'ordonnée extrême Ce = » dans le 

sens négatif AH, les abscisses s'étendent à l'infini. 

La courbe dont il s'agit a deux asymptotes BE, DF perpendiculaires à 
la ligne des abscisses; on détermine leur position en égalant à zéro le 

dénominateur /• -f- (m — 1) t — a ; il en résulte 

t = - (1^) * v/(^> 

Ainsi l'on a les valeurs déjà considérées 

AB = v/( 5 ~-) - (^) = o. 79 36o, etc., 
AD = + = x.55 7 53, etc. 

a56. Trois branches principales se font remarquer dans cette courbe, 
qui présente un aspect fort bizarre. Une première branche etabez est ren- 
fermée dans le biangle indéfini FDCc; à compter du point m, où l'or- 
donnée est un minimum, cette branche s'élève d'un côté, pour s'appro- 
cher de l'asymptote DF; de l'autre côté elle s'élève jusqu'au point c, 
où elle touche l'ordonnée Ce, puis, en continuant de monter, elle se 
rapproche de plus en plus de l'asymptote BE. 

Une seconde branche IAa£ a dans le sens positif une partie AI qui con- 
verge vers l'asymptote verticale BK, et dans le sens positif une autre par- 
tie, située tout entière au-dessus de l'axe, laquelle a pour asymptote la 

branche supérieure de la parabole qui a pour équation ~j'=^ l + y'x, 

x étant égal à — t. 

Tous III. 3o 
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La troisième branche est située dans l'angle GDH , où les abscisses et les 
ordonnées sont négatives. A partir dn point m', où l'ordonnée négative 
est on minimum, la courbe converge graduellement d'un côté vers l'a- 
symptote DG , de l'autre côté vers la branche inférieure' de la parabole 
dont 1 équation est — - — y — — ^ — — yx. 

357. Si l'on mène par les points c, m, m! des parallèles à l'axe, elles 
partageront l'espace occupé par la courbe en trois zones distinctes , qui 
seront affectées chacune à une constante particulière. 

La zone située indéfiniment au - dessus de la parallèle errr comprend 

toute la partie de la courbe où l'on a c positif et > — \ elle jouit de 

cette propriété , que si a, 6, y sont les absci c oes de trois points places 
dans cette zone sur une même parallèle à l'axe , la somme des fonctions 
4*» 4^> 4>» P r ' ses avec les signes convenables, et en changeant 4 
en 4' « l'abscisse est négative, sera égale à la constante 4» — r4'i 
= 0.47888 a485g 435. 

La zone suivante, située entre les parallèles à Taxe menées par les 
points c et m, comprend toute la partie de la courbe où l'ordonnée po- 
sitive c est comprise entre la valeur Ce — m ^" 1 , et le minimum 

Mm = 0.90795, etc.; alors la somme des trois fonctions déterminées 
par les trois abscisses qui répondent à une même valeur de c , est égale 
à la constante 41 -hr4' 3 = a. 02857 8 7& 6 9° 5 - 

Enfin, la troisième zone, placée au-dessous de la parallèle m'é\ com- 
prend la portion de courbe dans laquelle l'ordonnée c est négative et 
plus grande que le minimum m'Ai' = 1 .776c 3, etc. Dans cette zone la 

constante sera 4 l *+-i4' , 7 = 5 « 5 7 8a 7 5o4»4 5 75. 

On voit , de plus, qu'il existe une quatrième . zone comprise entre les 
deux parallèles my, *'<f, menées par les points m et m' où l'ordonnée est 
un minimum. Mais toute parallèle à l'axe, menée au dedans de cette zone, 
ne rencontrera que la, branche de courbe IA, ce qui signifie que les deux 
autres intersections sont imaginaires. 

258. Nous, ajouterons encore que. dans chaque zone on peut déterminer 
génécalenaeat les signeadas trois fonctions 4 ou 4' qui composent le pre- 
mier membre de l'équation (5). 

Soient <x, — C, — y les abscisses des points dans lesquels toute paral- 
lèle à l'axe, menée dans la première zone, rencontre la courbe, on aura 
«>AB, £<AD, y> AD, et l'équation des fonctions sera, sans au- 
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cunejumbiguité, 

4* + - 4» y = 4, _ i4'±. 

En effet, dans la limite supérieure , lorsque c = £ , on a * = AB, € = AD 
et > = alors l'équation devient 4 (AB) + 4' (AD) = 4 1 -f- i 4' ± , 
comme on Ta déjà trouvée (a54). 

Dans la limite inférieure, on» c = — — -, a = i , C = 0.7159a..., 

^ = 4>5aoi5...; alors l'équation devient 

4, + 4's_4v = 4'-i4'i, ou 4'> - = 

équation comprise dans notre tableau (art. 254.) 

Dans la seconde zone, il y a deux cas qui donnent lieu à deux équations 
de forme différente. 

Premier cas. Si la parallèle est menée dans la partie supérieure de la 
zone, entre les parallèles ck et ba, les abscisses des trois points d'in- 
tersection seront désignées, comme dans la première zone, par c, — C, 
—y, avec cette seule différence qu'on aura C<o.7i59a... et >< 4.5ao...; 
l'équation des fonctions sera, dans ce cas, 

4 a _4'C + 4< > = 4, 

Cette équation se vérifie immédiatement sur les parallèles ctf et ba. 

Second cas. Si la parallèle est menée dans la partie inférieure de la zone, 
c'est-à-dire entre les parallèles ba et m> ; appelons a, €, — y les abscisses 
des points d'intersection, on aura l'équation 

4« + 4c + 4^ = 41 4. ±4'*. 

Celle-ci est liée avec la précédente par la loi de continuité , car si € de- 
vient — €, 4£ se changera en — 4'*»* 

Dans la troisième section , où l'ordonnée c est constamment négative et 
prend toutes les valeurs, depuis le minimum M'm's 1. 7761 3.... jusqu'à 
l'infini, soient *, — €, — * y les abscisses des points d'intersection d'une 
parallèle à l'axe avec la courbe, on aura * < AB, £ > AD, y> AM', et 
l'équation des fonctions sera 

4* -f. 4'6 + 4> = 41 + 14' 2. 

Cette équation se vérifie à la première limite, où l'on a €=:y, ainsi 
qu'on le montrera ci-après; elle se vérifie également à la dernière limite , 
où c = — i, car alors on a * = AB, 6 c= AD et y s= ±. L'équation des 

3o.. 
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fonctions devient, dans ce cas particulier, 4- (AB) + 4' s 

= 4'-r-!4/3. ou 4(AB)-f-4'(AD)=4iH-i4'i; ce qui s'accorde 
avec le deuxième cas du tableau (art. a5 f). 

aôc). Par cette énumération des diffërens cas, on voit qu'il importe de 
fixer la position des points m et m' où l'ordonnée est un minimum, puisque 
ces points déterminent , l'un la limite inférieure de la seconde zone, l'autre 
la limite supérieure de la troisième. 

Désignons toujours par t l'abscisse AM du point m, et par c l'ordonnée 
Mm; l'équation ( 1 8), mise sous la forme rationnelle, sera o=Ac*H-aBc+aD, 
en faisant, pour abréger, 

A=(m + 3)C + .\t — am — a , 

B = (m — i)*' -f- (am -4- a)* — m — 1 , 

D = t» — — i)t* -f- (m 4- i)t. 

Dans le cas du minimum de la quantité c, on pourra difterentier, par rap- 
port à t , l'équation o = Ac* — aBc -f- aD , en regardant c comme cons- 
tante ; ce qui donnera une seconde équation o = A'c* — aB'c -f- aD', 
où l'on suppose 

A' = a(m-f-3)< + 4, 

B' = a (ot — \)t -f- a/n -f- 2, 

D' = 3/* — (ro — i)t -f- m ■+■ 1. 

Éliminant c de ces deux équations, on aura, pour déterminer t, l'équation 

(AD' — AD)' = a(AB' — A'B) (BD' - BD), 

qui peut se développer ainsi : 

o=[(m+ 3)r» + 8l J -.ta(m + i)r + 8<-4(m + 3)V 
+8m(m4 1) Qr^(^)r+ij][(m-,)i'4.4(m+i) t '-(3m+i ,)f + 4i- am -6j. 

C'est donc par une équation du huitième degré qu'on pourra déterminer 
directement la valeur de t, tant pour le point m que pour le point m'; et 
il ne parait pas que le degré de cette équation puisse être abaissé au-des- 
sous de 8; car une autre manière de traiter le problème conduit à l 'équation 

arn [/-G^r 1 )' + •] v/(, ~' 5) = ^r* â + \ (m + 0 " + {m + 3) ' + 2 ' 

qui semble plus facile à résoudre par les fausses positions, mais qui , déga- 
gée du radical, monterait au douzième degré. 
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Remarquons cependant que l'équation du huitième degré, à laquelle 

nous sommes parvenus, peut se mettre sous une forme plus simple par 

le procédé suivant. 

Ayant mis 1 équation (i 8) sous la forme o = Ac* — aBc-f-aD, on 

trouve (Ac — B)» = B* — aAD = (wi -f- 1)* (i — et la différentielle 

de cette dernière équation donne 

BB' — AD' — A'D = — 4 (m -f- i)»*<. 
Mais en développant l'équation déjà trouvée 

(AD' — A'D)' = a (AB' — A'B) (BD' — B'D) , 

on en tire 

(AD' — AD)* = aBB' f AD' + A'D) — sA'D'B* — aADB'», 

ou 

(AD' -f- AT) — BB')* = B*B'* — aA'D'B* — aADB * -f- 4AA'DD\ 

Le premier membre de celle-ci = ~f-(m -f- i)*t*, et le second est le 
produit des deux facteurs 

B* — aAD s (m + i)* (i — *»), 

B'» — aA'D' = 16 — 8< (i + m) + 8f — ia<» (m ■+■ 5). 
L'équation à résoudre peut donc être mise sous cette forme plus simple 

^(3 4- m) -j-^ = 4 — 3(1 -f- m)t -f- a«* - 3(3 -+- m)t>, 
et ultérieurement sous la forme 

^•74?= 5 - m -(m - 0 1 -f- *—JH t' - 3^. 

a6o. Après quelques tentatives, on trouve que l'abscisse t du point m, 
où l'ordonnée est un minimum, est déterminée à peu près par la valeur 
log t = 9.65556 96; elle servira de première hypothèse, d'après la- 
quelle nous calculerons les deux membres de notre équation de la ma- 
nière suivante : 

log *» = 8.a 7 684 80 m — 1... 0.09304 a3554 14 

= 0.18916 81437 8 t g.65536 96 

1 — â •=. 0.91083 18573 a 

0 9-7474' i95 5 4 «4 
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¥ o. 49485 00216 8 9.58202 4 7 iç)5 oo 

t* 7.24295 68000 o a 

— q gQ fl «' 9.51075 92 

7.75780 68216 8 

, - t\ . . 9.99170 53526 5 *) *-*9*T* 59'95 
r: 1 t? 8.96610 88 

M 7.7461O O989O 5 / e/ 

' \* _ 5 0.47712 12547 20 

3 — m — o . 7 65g5 20225 002 

1) — 0.55900 01808 894 5) 9-445a5 oo54 7 *>• 

0.20495 98526 108 

2) -f- 0.07812 o5o5o 74» 

o.285o5 21 556 849 
5) — 0.37747 89578 524 

o.oo55 7 51778 525 second membre. 
M = o.oo557 5i552 968 premier membre. 

Diff. + 245 55 7 . 

Maintenant que nous connaissons Terreur de la première hypothèse, voici 
un procédé par lequel on obtiendra assez facilement la correction qu'il 
faut appliquer à la valeur supposée pour t. 

Soit cette valeur corrigée = * (i -f- a>), » étant mie quantité assez pe- 
tite pour qu'on puisse négliger son carré. Il faudra substituer, en général, 
f (1 -f- nu) au lieu de et alors le second membre de notre équation re- 
cevra l'incrément 

_ (m + L=l^». 2 « — 3r*.5», 

qu'on peut représenter par » [— (1) + 2 (2) — 5 (5)] ; or , on a trouvé 

1) s 0.55900 01899 
a) =s 0.07812 o5o5i 
3) = 0.27747 89578. 

Ainsi l'incrément dont il s'agit = — «(1 .255 19 64575); celui du pre- 
mier membre sera un peu moins facile à calculer. Par la substitution de 
t (1 •+■ ») à la place de t, ce premier membre devient 

a5 f (1 + 8») a5 <• / „ Sfm \ 

5£ 



(5r \ 
8+7^1?/ 
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** 8.37684 80 

i — 9.99170 585a6 3 M = 0.00557 5i5 33 968 

8.a85i4 2i6 7 3 7 8M --« 0.04458 5aa65 744 

M 7.74610 09890 5 N Q-00055 73954 4 7 

5 0.6989 7 00045 4 o.o45ia 25ai8 3. 

N 6.73021 31607 6 

On aura donc pour déterminer a l'équation 

a> (o.o45i2 252182) = 245 55 7 — a (i.235 19 645 7 3); 
d'où résulte 

On voit d'ailleurs que les 191 unités comprises dans cette valeur sont 
comme celles de 245/ des unités décimales du dixième ordre. 11 en 
résulte pour log t la correction «(0.43429) = 83. 227 ; de sorte qu'on 
aura la valeur corrigée 

log t = g.65536 g6683 3a 7 . 

261. Appelons a la valeur qu'on vient de trouver de l'abscisse t au 
point du minimum positif m; la parallèle à l'axe menée par le point m 
rencontrera la courbe en un point y dont l'abscisse négative sera dési- 
gnée par — € : les trois racines désignées par <ac,, ar„ x„ dans l'art. 246, 
seront a , « , — £ , parce que le point de contingence m équivaut à 
deux intersections. Il faudra donc qu'on ait, suivant ce même article, 

(x - «)• (* + S) = + p±J {m _ t)c __ 

-('« + i)c' + (m+,) C ; 
ce qui donnera les trois équations 

«- a «=ÏL;ti c ._(m_0 C -(!^), 
*• — 2*6 = 2c» — 2 (m -f 1) c -f- m «+. 
«'£ = — (m -f- i)c* -f- (/n -f» ,)c; 
de là résulte, en éliminant c, 

3 — m . /m — rv 



OIIK 
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Substituant dans cette équation la valeur « = 0.45234 06621 46, déduite 
du logarithme trouvé 9-65536 g6o83 227, on aura les résultats suivans : 



- 4 ~- • 9-4&Q98 a56io 86 — 2 — = 0.38196 601 12 5oi 



9.31073 92766 45 2a 0.9044^ 13242 92 



1) 8.80072 15807 3i 1.28644 73355 421 

1) 0.06320 o6552 55o 

Num. 1.22524 66802 871 
m ~ ' . . . 9.79101 23597 5° 1 -f- a * 20452 1616498 
et g.65536 96083 23 a) 0.27950 o ioo5 01 

2) 9.44638 19680 73 Dén. 0.92502 i5i6i 97. 

log € s= o.i2i36 221 11 852. 
On trouve en même temps l'ordonnée minimum es 0.90795 o456t 376. 

11 faut maintenant calculer les fonctions 4*> 4'^> a ^ n ** e vérifier l'é- 
quation 24*-r-4'£ = 4' 1 H-ï4'»- 

Calcul de 4* P ar fa formule (12). 
1) s= a.... 9. 65556 96083 227 1) s=s 0.45224 06621 46 

8.27684 80416 i35 2) 71 29127 86a 

8.92081 87539 5a 5) 55170 164 



2) 6.853o3 64o38 88 
8.27684 80416 i3 
9.61 181 98286 

5) 4-74«7° 4*74* 
8.27684 80416 
9.75809 i4565 

4) 2.77664 37722 
8.27684 80416 
9.82590 87409 

5) 0.87740 o5547 
8.27684 804 i 6 
9.86148 8456a 

6) 9.01575 7o5a5 



4) 597 921 

5) 7 540 

6) etc. io5 

4« ss 0.45295 9i5a5 o5a. 



Digitized by Google 
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Calcul de 4'6 par la formule (16). 



a* 





. o.i2i36 a2iit 83a 


7) 


4.o3aoQ 18172 


u • • • . 


. 0. 87863 77888 168 




9.393i8 89441 


«• . . . 


. q.o3q3i 88qJ/4 o8i 




9.9o383 3oo6o 


* 


. 0.82390 87409 443 




— 3.32911 37675 


0 


9.64186 5424l 695 




9 .3 9 3i8 89441 




. 9.39318 89440 84 




9.9162 1 60443 




9.06214 79067 4 9 


9) 


— 2.6385i 8 7 556 


1 


- 8.OO720 22t5o O 




9.39318 89441 


q.3q3i8 8o44o 8 




9.92577 i56oi 




9.62727 67796 8 


10} 


— l -9 5 74l 9 2 f>98 


3) 


7.11766 79987 6 
q.3q3i8 8q44o 8 




9.393 18 89441 
9.93336 93291 




9.76403 365oo 9 


«0 


1.28403 7533o 


4) - 


6.27488 95929 3 




9.39318 89441 
9.93955 53951 




9.3 9 3i8 89440 8 






9.82705 35373 2 


12) — 0.61678 18722 


5) 


5.4q5i3 20743 3 

T v7 / I 

9.39318 89440 8 




9.39518 89441 
9.94468 99263 




9.86343 5o 9 54 


«3) 


9.95466 07426. 


6)- 


4.75175 6n38 
9.39318 89441 
9.88714 67593 






7) 


4.03209 18172 







1) = o. 4383g 483o5 104 

2) — ia5o 84148 075 

0.42588 641 55 029 

3) i3t 11971 566 

0.43719 76126 5g5 

4) — 18 83 170 286 

0.42700 92956 309 
Tome III. 



5) 
6) 
7) 



0.43700 92956 309 
5 12703 019 

0.42704 o5659 328 
5646i 981 

0.43705 49197 547 
10766 928 

0.42705 59964 375 
3i 
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0.42703 59964 375 

8) — 2t33 604 

0.42703 57830 671 

9) 4 55 ° 2 9 
58 265 700 

10) — 90 673 

58175 027 
n) 19 233 

58194 260 



0.42703 58194 260 


,2)- 


4 i58 




08190 122 


i3) 


901 


i4) etc. — 


25l 


U = 0.43703 


58190 772 


1.54969 62777 47 


4'£ = 1 • 12266 


o4586 70 


a4« = 0 «90591 


83o5o 10 



2.02857 8 7 636 80 • 



On voit que la somme 24*+ 4'^ s'accorde, autant qu'il est possible, 
avec la constante connue 41 -J- ± 4'* = 2.02857 87636 905 ; ainsi l'on 
a exactement l'équation 

4'£ + 24* = 41 -f- *4'*> 

qu'il s'agissait de vérifier. 

362. Nous allons déterminer semblablement l'autre minimum. Pour 
cela, nous mettrons l'équation à résoudre sous la forme 

y-7TT? - g* 3 + ^T* - ( m - 0« + 5 - m; 

et comme la valeur de t est négative , nous ferons t = — * , ce qui 
donne l'équation 

t- 4? = s* - (r^>' ~ (n - 0- -c- -> 

Après quelques essais, on trouve la valeur approchée a = 5. 2 1189, 

que nous prendrons pour première hypothèse, en faisant.. 

log * = 0.71699 524io 97. Voici, d'après cette valeur, le calcul des 
différons termes de l'équation : 

*» 2.15098 57232 91 a* 2.15098 57232 91 

ii 0.49485 00216 80 8 o.go3o8 9 0,869 92 

2.64583 57449 71 1) 1.247895736299 

3.585o8 91204 87 

M 9.06074 66244 84 
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et' i.433qq o4Sai oA 

,) == 17.69684 o4856 886 3 -m eo * 

a) - io.5 7 564 735^6 a53 ~ 9-S**>* 47'9* 00 

7 .3aii 9 3i53o 653 2 ) » .01601 5aoi6 94 

3) — 6.44aa5 o33ia 498 * 0.71699 5a4io 97 

0.87894 a8ai8 i55 1.. 0 0 9 20 4 a5554 14 

3 — m)— 0.76395 aoaa5 00a 3) 0.80903 75965 11. 

o.n5oi 07993 i53 second membre. 
M = o.ti5oi agaSg 374 premier membre. 

21246 lai différence. 

Pour corriger cette erreur, mettons et(i -f- et) au lien de a; l'équation à 
résoudre deviendra, en négligeant les »*, a', etc., 

— (m — i)a(i -f _ (3 _ m ). 
L'incrément du premier membre est 

(5M \ 
— aM H- = *(— 0.33987 65535 65); 

celui du second membre = 1) 3a* — (a).a« — (5) a» 

= «(35.89697 656o5 69). 
On aura donc pour déterminer et l'équation 

«(36. ia685 39131 34) = 31346. iai; 
d'où résulte et = 813.191. 

La valeur corrigée de a est donc 5. ai 189 04338 36, 
et son logarithme 0.7169952764 i35. 

D'après cette valeur corrigée, il faut calculer l'abscisse positive x=£, qui 
répond au point d'intersection de la parallèle à l'axe menée par le point 
m' ; cette abscisse est donnée par la formule 



d'où résulte 



«' H — « -f- 1 



log £ as 9.76894 5om i5i, 
£ = 0.58741 33663 00. 

3i.. 
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Calcul de 4'« par la formule (t6). 





0.71699 52764 i35 


u 


9.a83oo 47235 865 


u*. 


g.64i5o 23G17 932 


a 

"J • • • • • 


9.82390 87409 443 


l) 

* 


8.748/11 58 a65 24 


u* 


6-4i5o2 36179 3a 




9.06214 79067 49 


*) - 


4*22558 73510 o5 


6.4>5oa 36179 3i 




9.62727 67796 81 


3) 


0.26788 77486 18 




6.4*502 36179 3a 


• 


9.76403 2Ô5oo 9 



1) = o.o56o2 g38i2 545 
a) — 16810 760 

77001 585 
3) 1 853 

U = o.o56o2 77003 438 
1.54969 62777 47 

4'*= i.4g566 85 77 4 o32. 



4) — 86.44694 40166 4 

Calcul de 46 par la formule (12). 

i)=C... 9.76894 3om i3 5.26244 aoi33 2 

8.84471 5o555 65 8.84471 5o555 7 

8.93081 87539 52 9.86148 84562 



2) 7.53447 68206 3 6) 1.96864 55a5o 9 

8.84471 5o555 6 9-84471 5o555 6 

9.61181 98286 9.88582 3o93a 



3) 5.99101 17047 9 7) 0.69918 36738 5 
8.84471 5o555 7 8.8447r 5o555 7 
9.75809 14565 9.90287 45097 

4) 4.59381 82168 "6 8) 9.44677 323 9 i 

8.84471 5o555 6 „ „ 

o * q 4S = o.5oog5 78866 222 

q.823co 87409 „i„ 

24* = 3.98733 71548 064 



5) 3.26244 aoi33 2 



3.57827 5o4»4 2 86. 
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1) = 0.58741 22662 00 

2) 34a 555 11 48 

3) 9 79 5 16 584 

4) 39248 062 

5) 1829 962 

6) 93 o35 

7) 5 oo3 

8) etc. 296 

4^ = 0.59093 78866 322. 

On voit encore que la somme «\J.b 2>J/« s'accorde, autant qu'il est pos- 
sible, avec la constante -\>i -f- 1 4 £ = 3.57827 5o4i4 375 ; ainsi on 
doit avoir exactement 

+ 4^ = 4» + H'*- 

Dans ce cas, on trouve l'ordonnée minimum c = — 1 .77613 3J389 5 ; 
elle se tire aisément de l'équation (m -f- 1) (c* — c) = 

Ces calculs achèvent de vérifier tout ce que nous avons dit sur les 
constantes affectées aux trois zones de notre courbe; cette courbe, au 
reste, est construite dans la supposition de m positif = y' 5 : une autre 
courbe de même nature pourrait être construite pour le cas de m= — y 5, 
et offrirait, sans aucun doute, des propriétés semblables. 

a63. Dans les applications précédentes, nous nous sommes bornes à 
considérer le cas le plus simple, qui est celui de trois fonctions. Nous 
allons maintenant donner quelques exemples de la comparaison de quatre 
et de cinq fonctions , et nous ferons voir que la loi générale a toujours 
lieu, c'est-à-dire que la somme de ces fonctions, prises avec les signes 
convenables, est égale à une constante formée d'une manière très simple 
avec les fonctions complètes 4,1 et 4' <l ui 50111 des transcendantes d'un 
ordre inférieur , puisqu'elles peuvent s'exprimer par les fonctions r ; 
d'ailleurs, ces deux transcendantes peuvent se réduire à «ne seule, puis- 
qu'on a 4 1 = 005 \ 4' *• 

Exemple I". 

264. Supposons que sur les cinq valeurs particulières de x, désignées 
par x, y x %t ... x» dans l'équation (17), les trois prises arbitrairement 

soient o, \, — \, les deux autres étant les racines de l'équation 

or» — px -|- q = o. Alors le second membre de cette équation sera 
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x {x* — (x* — px + q) ; de sorte qu'elle sera exprimée, dans ce cas 

particulier, comme il suit : 

\ (c + ^ I+ ,.^ + x.)^ + x).( 1 -^ti +I ..^^) 

Soit d'abord x = o , on aura c' — a* = o ; ce qui permet de sup- 
poser a = c. 

Soit ensuite x = £ ; le second membre devenant nul , on tirera du 
premier l'équation linéaire 

c ■+- ic, = (c + 

dans laquelle 

* = /T+f , - Er¥ = »^ 9<M48 776. 
Enfin, la supposition jc = — i donnera semblablement 

X ' — \ÇlÈJÙ — a .5oa8a 07155 968. 

q — FM 

De ces équations, on tire 

c = A + 7-a = 1 * l68 * 8 49598 7719, 
log c = 0.0676a 3iig3 ai, 
c, = — 0.74183 ao554 73, 
log (— c,) = 9.87030 55g57 95. 

Maintenant, il résulte de l'équation (A) qu'on a pour déterminer p et q 
les diverses formules 

p s» — ac — c\ + — ^— , 
^ = C, 4- cc,(m H- 1) -f- c(m 4- 1) — ^(^T 1 ) ~ «» 
9 = £ -f- ^-f- 1 ■+■ acc, + cV?^ H- c- — c(m + 1), 
| = ac — c*(m -f- i) — acc,. 
En voici le calcul : 
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c\ = o.55oîi 4 79 85 3Ô53 — acc, = i. 7 3363 91694 7 56 
2C = 3.35696 98797 5438 3 c = a. 33696 98797 5438 

m+i ~~ 3,88738 4 6 7 8a 8o 9' 4-07060 9049a 3998 

- 1 1. 61 8o3 39887 4989 c'(ro+i)... 4.41838 8a4a6 33i 

P = — 1.36935 06895 3io3 | = — 0.34777 91934 o3ia 

q = — 1.39m 67736 1348. 

D'après ces valeurs de p et q, la resolution de l'équation x* — pJ c + « = 0 
donnera les racines x = et , jr =3 — £ , savoir : 

a = 0.70473 7 5330 441, log a = 9.84802 I33a5 287, 
€ = 1.97397 8an5 7 5i, log S = 0.39534 33546 9 38. 

Calcul de 4« />ar la formule (ia). 



a 4 .. . 


9.8480a 13335 387 
9.34010 61626 435 
8.93081 87539 53 


>) 


8.00894 61491 a 4 
9.34010 61636 44 
9.61181 98386 


3) 


6.86087 ai4o3 7 
9.34010 61636 4 
9.75809 i4565 


4) 


5.85906 97595 1 
9.34010 61636 4 
9.83390 87409 


5) 
• 


4.93508 4663o 5 
9.24010 61626 4 
9.86148 84562 


6) 


4*02467 92818 9 
9.24010 61626 4 
9.88582 30932 



7 ) 3.i5o6o 853 77 3 
9.24010 61626 4 
9.90287 45097 

8) 2.39558 92100 7 
9.24010 61626 4 
9.91548 99305 

9) x.449!8 5ag33 1 
9.34010 6i6a6 4 
g. 9 a5ao 3441 5 

»o) 0.61449 58 97 I 5 
9.34010 61636 4 
9.93391 13609 

11) 9. 7 8 7 5i i3ao6 9 
9.34010 6i6a6 4 
9.93917 87630 

13) 8.99679 63465 3 
9.24010 61636 4 
9-94437 47^63 



7) 5.i5o6o 85377 3 



i3) 8.15137 71953 7. 
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0.70472 73220 44' 

1020 81289 8915 9) 

72 58922 1775 10) 

7 22885 9095 1 1) 

83769 256g 12) 
io584 7177 

1414 5i82 »4) etc. 

0.71574 34o86 9133 
229 5720 



0.00000 00196 6026 
28 i3io 



4 1 162 

6i3i 
926 

«39 
26 

229 5720. 



= 0.71 5 7 4 34316 4843 



Calcul de 

0.29534 23546 938 
9.70465 76453 062 
g.85232 88226 53 1 
9.82390 87409445 
9.38089 52089 o36 
8.52328 82265 5i 
9.062(4 79067 49 
6.96633 i34ai 836 
8.52328 82265 3i 
g. 627 27 6 7796 81 
5.i 1689 63483 95 
8.52328 82265 3 
g. 76403 2Ô5oo 9 

3.404*1 72250 1 
8.52528 82265 5 
g. 82705 55573 2 

1.75455 8g888 6 
8.52328 83265 3 
9.86545 5og54 

0.14128 23107 9 
8.52328 82265 3 
g. 887 14 67595 
8.55171 72966 2 



par la formule (16). 

1) = 0.24037 82720 2906 
a) — 92 54o3g 356i 

0.23945 28680 9345 
5) + 1 3o886 g5o2 

0.25946 5g567 8847 
2536 3970 



4) - 

5) + 

6) - 

7) + 

8) - 

U 



57031 4^77 
56 8276 

5r~o88 3i55 
1 3845 

5 7 o86 g3o8 
356 



0.23946 5 7 o86 g655 
1.54969 62777 47 

4'£= i.5io25 o56go 5o45 
4«= 0.71574 543i6 4812 

2.02597 40006 9857 
-^'^ 260 47629 9554 

C= 2.02857 87636 g3g. 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 2 4 9 
On voit que la constante C , égale à la somme 4'£ -f- 4* -f"4 ï — 4't> «ap- 
proche beaucoup de la constante connue 4 » +4 4'» = *-Oi85j 87636 905 ; 
donc on a exactement 

4r - 4'* + 4* -f- 4'6 = 4» + Î4'i- 

Exemple II. 



265. Soient maintenant \ , 1, — 2 les trois valeurs données de x ; alors 
l'équation (18) sera, pour ce cas particulier, 

= (* — t) C* — 0 + 2) (x" -f- px + q). 

Et, parce que x — 1 divise à la fois le second membre et la seconde partie 
du premier, il faudra aussi que c -f" c,x soit divisible par x — 1, c'est-à- 
dire qu'on ait c, = — c; alors, en effectuant la division par x — 1 , on 
aura la nouvelle équation 

f =(*-*)(*+*)(«*• — JW + f). 

Soit x = on aura 

c = (aa -H i)A, A = = 0.4780. 98448 776, 

log A = 9.67944 59366 161 7. 
Soit ensuite x = — 2 , on aura 

c = (a- 2) A', A' = ] /(^^) = 1 .o8556 00959 o355, 

log A' = o. o5565 58707 17076; 

de là on tire 

A + aA' 2.6401 4 oo366 847 , _„ _„„ 

« = = 0 ,, a ^o 4 oé. 4 8 l5 = ao -45345 683 7 , 445, 

log a = 1. 31076 67186 2324, 
log C » i.3oi73 16040 67O1. 



L'équation (B) donne de plus 



P = * + - — ™ — C, 
Toue III. 52 



Digitized by Google 



2 5o FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

a* = 418.34389 6588g 3 7 a C = 401.39450 05963 921 
c* = 401.39450 05963 gai sa = 40.90691 56743 890 

q ss — 17.04939 59925 45i —443.3014142706811 

1 + ^ = 3.11803 59887 499 



p = — 44°*°S338 03819 5i3. 
D'après ces valeurs de p et 9, l'équation — px + 9 = o donnera 

a = o.o3873 78758 966, log 01 = 8.588i3 58o54 849, 
S = 440.13311 8i5 7 8 378, log S = 3.64357 31944 o3 7 . 

Ca/cw/ de 4<* /wr /a formule (13). 

1) a 8.588i3 58o34 849 « = o. 03878 7 8 7 58 966 

a 9 3.94067 90174 3^5 3) 3 816 

8.92081 87559 53 ^ a _ 0 .o38 7 3 78761 782 . 
2) 0.44963 35748 614 

Calcul de 4'£ par formule (16). 

u 7.35643 68o55 963 1) 0.00007 32019 5372 

u».... 8.67831 34037 9 8i5 1.54969 62777 47 

% 9.82390 87409 4452 4'S = 1.54962 40757 9328. 

.) 5.85854 89493 388 

Nous avons maintenant les valeurs approchées de nos cinq fonctions 
comme il suit : 

4'i — 1.25373 06248 17, 
4t = o.5oi3i 9o356 614» 
4'2 = i.5i483 28467 595, 
4* = o.o38 7 3 78761 782, 

4'C = 1.54962 40757 933. 

Quatre d'entre elles satisfont à l'équation 

4* -f* 4'C H- 4 r ~" 4' a = 0 -77484 8i388 7 34, 

dans laquelle le second membre est la valeur connue de. 

ï4'ï = °«77484 8i388 755. Ainsi l'on a exactement 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 



Ajoutant de part et d'autre 4 f > 0D aura pour les cinq fonctions dont 
il s'agit l'équation 

4* + 4ï — 4'a + 4* — 4'é = 4* + H'i» 
dont le second membre est la même constante qui a lieu dans toute 1 éten- 
due de la seconde zone, pour le cas de trois fonctions. 

366. Dans cet exemple, après avoir trouvé les deux racines ar = <t, 
x = — £, qui, avec les valeurs données jcz= 1 , jc = ±, jc = — 2, 
déterminent les cinq fonctions comprises dans le premier membre de 
l'équation (3), nous avons combiné les signes de ces fonctions de ma- 
nière que la somme des quatre 

4 i - 4' a -f- 4* + 4'£ 

se trouve égale à la constante connue ' T 4' i i ce qui s'exprime autre- 
ment par l'équation 

4 1 -h 4 ■ — 4' a + 4* *f" 4* = 4» + 144. 

Cette combinaison, pour obtenir le résultat cherché, n'a pas exigé beau- 
coup de tâtonnemens dans la question actuelle, où l'on pouvait faire 
abstraction du terme 4 1 » compris ordinairement dans les constantes, et 
qui ne laissait ainsi que quatre termes A, B, C, D, dont trois peuvent 
être joints au premier, considéré comme positif, de huit manières dif- 
férentes, comme on le voit ici : 

AH-B-f-C + D, A+B-f-C — D, A+B — C-f-D, A— B-f-C + D, 
A-f-B — C — D, A — B + C — D, A — B— C-f-D, A— B— C— D. 

Dans d'autres cas, le tâtonnement pourrait être beaucoup plus long et 
plus laborieux ; c'est pourquoi il ne sera pas inutile d'indiquer ici un pro- 
cédé par lequel on pourra, dans tous les cas, parvenir d'une manière sûre 
au vrai résultat que Ton cherche. 

Observons d'abord que le coefficient < est en général affecté à la fonc- 
tion 4- r > de sorte qu'il prend successivement les valeurs ë,, «,,... etc., 
quand il s'applique aux fonctions particulières 4 x i» 4 JC »> 4 x s» etc ' » et 
c'est ainsi que se forme la somme f,4.*. -h e.4 x »~r" «s4 x » H" etc ' » re- 
présentée par 2(é4x), premier membre de l'équation (3). 

Le coefficient e, dont les valeurs particulières ne peuvent jamais 
être que -f- 1 ou — j , pourra toujours se déterminer par l'équation gé- 

3a.. 



a 5a FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 

nérale QxvX$\ x ) = « que l'on trouve art. 198 du deuxième 

supplément. 

Cette équation se simplifie en observant que tf{<p x x) et \/($jc) doivent 
toujours être des quantités positives ; de sorte que pour déterminer le 

hx 

signe de « il suffira d'examiner si est positif ou négatif pour chaque 

valeur particulière de x, telle que x = /. Si cette quantité est posi- 
tive, on aura e — + 1 , et la fonction 4< entrera avec le signe + 
dans la somme 2(é4- r )> dans I e cas contraire, on aura e — — 1, et la 
fonction 4' entrera avec le signe — dans la même somme. 

267. Appliquons cette règle aux valeurs successives x = j , — 3 , 
et , — 6, considérées dans l'exemple II. 

La quantité ^- , dont le signe détermine celui de ^x, est dans ce cas 

ii-ï, suivant l'éqnation (B) de l'art. 265. Cette quantité est positive 

pour les trois premières valeurs mentionnées, et négative pour la va- 
leur x = — Ç. Ainsi la fonction 4(~ G) devra être prise négative- 
ment, et les trois autres positivement, dans la somme Z^jr , laquelle 
sera par conséquent 

+ * + 4(_ + _4(--C>, 

ou, suivant notre notation ordinaire, 

Cette somme, d'après les valeurs trouvées, se réduit à ;4'iî cest 
le résultat qu'on obtient ainsi de la manière la plus directe et sans au- 
cun tâtonnement. 

Si l'on change le signe de l'une des quantités A et V, on aura une 
seconde solution. Soit donc A = — 0.47801 98448 776; on aura, en 
conservant la même valeur de h' et ne poussant l'approximation que 
jusqu'à cinq décimales , 

a = *,_ a * A = 0.83950, c = — 1.37085, 4 = — c, 

p = — i.i5566, q = 0.93736; 

de là on voit que fi 1 — 4q est négatif, et qu'ainsi cette seconde solu- 
tion est imaginaire. 
On aurait deux autres solutions du même problème en changeant k 
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TROISIÈME SUPPLEMENT. a 53 
signe de m dans les formules primitives ; mais nous allons passer à un 
autre exemple, qui offrira un plus grand nombre de solutions. 

Exemple III. 

268. Soient {, — 1, — 2 les trois valeurs données de x; l'équation ( 1 7 ) 
à laquelle il faudra satisfaire sera, dans ce cas, 

( (c^,x)-(.+x.^+x«)-(aH-^,-x.^ + ^.^_^) 

<ç> <;=(x — (x + a) (x' - />*-+- 9) 

)=*+x*[*-p) + x»(i-ip + i) + ±'(iq-i--ip) 

-f-*0>-f-i?) 

Les suppositions x = ; , x = — 2 donnent, conformément aux résultats 
déjà trouvés, les deux équations 

c + ï*. = (a + * = 0.47801 98448 776, log * = 9 67944 59266 162, 

c — ac, = (a — 2)*', a' s= 3.25668 02877 106, log a' = 0.51277 5ia54 ^7. 

La supposition x = — 1 donnera une troisième équation 

c — c, = (a — X" = 3^ = 3.70245 9 i 7 36 438, 

log A" s= o. 5684g ° 2 783 319; 

de là on tire 

5a'— 6a' + a 0.54976 6oi3i 67 - . , 

a = 5^=3a^a= ~ 7 . 7 8è;. 53,53 3a = - 0.07060 760/, 7 2, 

log (— a) = 8.84885 14788 3, 
c = — 1. 18445 49250 3, log(— c) = o.0735i 8538i 00, 
c,= 3.7794a 60324 3, log c, sa 0.44395 51192 «9. 

Pour déterminer /» et 9 , on a les équations 

*-/» = c- t + 3a-(^fl), 
7 = a» — 

d'où résulte 

/> = — 3.46595 98159 66, log 0.539»» 35s32 55, 
9 = — 1.39794 8o355 93, log 0.14549 10381 53. 

Ensuite, la résolution de l'équation x» — px + q = o donnera x = «, 
x =5 — €, savoir : 

• s= 0.36491 6o3^a 60, log a sa 9.56219 39500 747, 
C s= 3.83087 5853s 36, log C = o.585a 9 8&780 774. 
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Calcul de -{a. par la formule (12). 

1) = a. .. 9.56219 39500 747 1) = 0.56491 60572 60 
* s ... 7.81096 475o5 755 2) 19 67779 602 

8.92081 87559 5a 5) 5209 080 

a) 6.29597 64544 002 f '9 5 " 

7.81096 475o5 7 55 5 J 

g. 61 181 98286 4* = o.565 u 5558o 677. 

3) 3.71676 io555 74 
7.81096 475o3 75 
9 . 7 58o9 .4565 

4) i.2858i 72402 5 
7.81096 475o5 7 
9.82590 87409 4 

5) 88.92069 o 7 5i5 6 

Calcul de 4/C par la formule (16). 

9.41670 19219 226 1) = 0.08891 22547 6o5 

2) — 1 24342 570 



u. 



9.70855 09609 6i5 

I 9.82590 87409 445 0.08889 98205 235 

'.) 8.94896 i6238 282 5) 65 8 f 

„».... 7 .o835o 96096 i5o 4; 1_ 

9.06214 79067 49 U = 0.08889 98269 076 

a) - 5.0946» 9<4<»9o " 54969 62777 47 

7 .o855o 96096 i5 -y€ = 1.46079 64508 394. 

g. 62727 677g6 8 

3) t. 8o54o 55294 8 
7.o855o 96096 1 
g. 7 64o5 265oo y 

/{) — 88.652g4 7789 1 8 
Nous avons maintenant cinq fonctions, dont les valeurs approchées 
sont 
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4ï = o.5oi3i go336 614, 
4'i = 0.93885 14394 4° » 
4'a = i.5i483 28467 595, 
4« = o.565ii 3338o 677, 
4'£ s= 1.46079 645o8 3g4; 

et pour former une équation avec ces cinq fonctions, il faut recourir à la 
règle donnée ci-dessus , n" 266. 

En vertu de cette règle, la quantité g-^, dont le signe détermine celui 
de 4-*» 3 P° ur expression 

a 4- x _ x — 0.07060-; 

c ■+■ c t x jr (a. 779426} — 1 . i84455* 

Appliquant cette formule aux valeurs successives ar — 1, —a, 
a, — €, on trouve que les signes des cinq résultats sont -{-, -f-, 
— , -r* ; donc le premier membre de l'équation (3) sera 

4 t + 4 ( - > ) + 4 (— ») — 4 * + 4 (— C) > 

ou , suivant la notation ordinaire , 

4 7 — 4'i — 4 a — 4* — 4'^* 
Changeant tous les signes pour que la somme soit positive, elle deviendra 

4* h- 4'S 4- 4' 2 -f- 4'i -4;. 

Or, d'après les valeurs trouvées, cette somme est égale à la constante 
C = 3.57827 5o4i3 85a , et comme cette constante est très peu diffé- 
rente de la constante connue 4 1 + 1 4' £ = 3.57827 5o4i4 365, on 
aura exactement 

4* + 4'e + 4' 2 + 4',_4 î = 4, + i4'è. 

Nous avons déjà dit que les trois mêmes données \ , — 1 , — a sont 
susceptibles de produire jusqu'à huit solutions; en effet, si l'on change 
successivement le signe de chacune des quantités A, A', A", les deux 
autres restant les mêmes, on obtiendra trois autres solutions. 

Si ensuite on change le signe de m dans l'équation (C), on aura 
une nouvelle formule d'où l'on déduira semblablement quatre autres 
solutions. Nous allons indiquer sommairement les résultats que présente 
l'analyse de ces huit solutions. 
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Second cas , où ton change le signe de A. 

269. Alors les équations déduites de la formule (C) donneront, par 
ce changement de signe, les valeurs suivantes : 

5a" — 6a' — a i.5o58o 5702a a „ . . a 

Sa*-3a' +aA = ~ 9.698*9 46948 ? = " °- 15526 ^9979 
6-f-±c, = — 0.16479 01725 6, 
c — 2C, = — 7*01900 90Î25 1 , 

c ss — 1.53565 59443 9, p = — 5.08828 66o5o 8, 
c, = 2.74168 75440 6, q = — 2.554o6 4 5 9>7 7» 
et la résolution de l'équation x* — px -f- q = o , donnera 

.r = «, <t = 0.62805 44*67 3 > '°8* = 9*79799 7 2 74° 8» 
x = — € , Q = 5.71654 10198 f logé a 0.57011 55590 2. 
Au moyen de ce» valeure, on trouve 

4'et = o. 65358 56174 8, 

4'S = i .45665 7 5386 8 ; 

puis en combinant entre elles les cinq fonctions, suivant la règle géné- 
rale , on formera la somme 

4 i 4. 4', 4- 4' 2 — 4* -f- 4'£ = 5.57827 5o4io 6. 

Le second membre est la valeur approchée de la constante connue 
4 1 -f- * 4'' s* ï a ' ns ' on a exactement 

Troisième cas, où l'on change le signe de A'. 



Alors les équations déduites de la formule (C) présentent les résul- 
tats suivans : 

5a" + 6a' 4. a 38.53o3o 743q3 60a . _ 

a = 5a' + 3V - ax = a 7 .3a6a9 = 1 ^ ,001 

c + ±c t — 0.91502 5 1486 99 , loga = 0.14922 37058 855, 

c — c, = i.5i8o5 14299 827, 

c ~ 1. 1146,) 92424 60 , | — p = c",-f-2rt — (^~) » 
6-,= — o.4o335 21875 225, ç = a' — c'. 

D'après ces valeurs, on aura à peu près pss i.i5524 et 9 =0. 74554 ► 
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d'où il suit que p>-4 q sera une quantité négative , et qu'ainsi cette 
troisième solution est imaginaire. 

Quatrième cas , A" pris négativement. 

Alors on a 

5a'4-Ga' —a 

a — 5a* + 3V + ? a = J ' 2 85iO 411,4 444, 
c -f- i Cl = o.8533i 5-904 37, c = o.ai 7 oi 46837 12 
c — 2C, = — 3 .3 2 8i8 73481 5, c,= 1.37260 10.54 3o8.' 
De là résulte encore une solution imaginaire. Ainsi la supposition de 
m positif donne deux solutions réelles et deux imaginaires. 

Cinquième cas, m négatif.. 

270. Si nous changeons maintenant le signe de m dans l'équation (C) 
le système des valeurs de A, A', A", sera remplacé par de nouvelles 
valeurs, dont les logarithmes se déduisent aisément des premiers et 
donnent les résultats suivans : 

c 4- « c, = (a 4. i)A , JogA = 0.01952 40777 20 , 
c - ac, = (a - a )A', logA' = 9.96434 61292 85, 
c - c, = (a _ ,)A", l 0gA » = 9>7 5 255 971:3 ^ 

D'ailleurs on aura toujours a^^f±±. et en substituam ^ 
valeurs 

A = 1.04598 16791 4 , 
A'= 0.92118 34552 1, 

A"= 0.54018 i5i35 o, 

il viendra a = l ' 7 ? 02 ' * 4 ^ 6 2 _ ft «,r,o* S*. fi / 
a. 15460 61564 « ~ °-*>2023 52167 4. 

c + ïf.= i.38 7 ai 77389, 

c — 2C,= — 1. o8ia5 26986 3, 

c= 0.8935a 365i3 9, loge = 9.95110 6o5 2 6 6, 
c.— 0.98738 8i 7 5o la, log Cl = 9.99448 79218. 

Ensuite il faudra calculer p et q par les formules 

f ~P = c\ + 2a + ^ r 

ce qui donnera 

Tome III. 33 
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p es — 0.7454S g85oî 2, 
q = — o.ll57I 98822 1; 

de là les deux racines .r = *, x — — 6 , savoir : 

a. = 0.13189 87699 5, log*'== 9.12024 07454 9, 
£ = 0.87753 8G002 7, logC = 9.94316 72374 45; 

calculant 4* par la formule (12) et 4'É par la formule (14), on aura 

4« = 0.13189 92087 54 , 

4'S= o-.8456i 79047 4 7? 
combinant ensuite ces deux fonctions avec les trois fonctious connues 
4'i , 4' 2 > ^î» on formera l'équation 

4/ x 4. 4' 3 _ 4 i — 4* _ 4'^ = o. 77484 81590 39 ; 

et parce que le second membre approche beaucoup de la constante 
connue ±4'£ =0.77484 8i388 735, on aura exactement 

4',+4' a _4i-4*-4'S = 14'i. 

Sixième cas, \ négatif. 

Supposant toujours m négatif, si Von change le signe de A , on aura 
les résultats suivans : 

a = — 1. 90811 39567 75., 1( — a) = 0.28060 43o56 o5, 
c = 0.45827 11259 25, 
c,= 2.02918 o5ii7 256. 

Nous n'allons pas plus loin, parce que ces valeurs conduisent à une solu- 
tion imaginaire. 

Septième cas, A' négatif. 

Si, en partant toujours des formules qui supposent m négatif, on prend X' 
négatif, on aura les résultats suivans : 

a ss 2.74989 02585 9, log a = 0.45951 55625 1, 
c =z 2.58i5o 52554 2 » 
c, = 1 .656o4 48672- 5. 

Calculaut ensuite les valeurs de />• et q par les formules 

? - /» = C, + aa + , q = a» — c', 
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on trouvera 

p = — 6.39445 7 3i3o 6, q = 0.89877 oo3 9 5 s; 
de là les racines x = — ol, x = ~~Ç, 

« = 0.14618 a4 7 63 5, log a = 9.16489 53i46 4, 
£ = 6.14837 4836 7 1 , log € = 0.78875 3a 7 38 4; 
et le calcul des fonctions donnera 

4'* = 0.14618 i663i 848, 
4'£ = 1.50596 69170 61. 

D après ces valeurs, on trouve que la somme 4 / *-f-4'£-r-4'i— 4s — 4£ 
se réduit à 0.77484 81393 65, quantité qui s'approche beaucoup de la 
constante connue £4'o » ams » l'on aura exactement 

4'* + 4>e + 4', _ 4' 3 _ 41 = 

Huitième cas, A" négatif. 

Alors on aura 

a = 0.950453441304, log = 9.97793 o84 7 4 a6, 
c i.03o35 31954 36, 

c, = 0.99358 90604 88, 
p = — 1. 0061 6 00933 9, 
q = — 0.13775 88996 3; 

de là les deux racines a: = «, x = — €, 

a = 0.12209 86743 62, log et =5 9.08671 09483 9, 
£ = 1. 13835 87166 5, log € = 0.05340 87166 66, 

et les fonctions correspondantes 

4* = 0.13309 895o3 76,* 
4'£= 1.03238 47156 53. 

Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme 

4 î + 4'« - 4'* -f- 4* - 4'C 

se réduit à —0.77484 81389 3, quantité très approchée de la constante 
i 4' 1 = 0.77484 8i388 7 55; ainsi l'on a exactement 

4- fl _ 4', _ 41 + vc - 4« = i44. 

27 1. U résulte de tous ces calculs, que sur les huit solutions dont 

33.. 
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l'exemple proposé est susceptible , cinq sont réelles et trois imaginaires. 

Voici un tableau qui comprend les cinq solutions réelles : 



muég./ y*- 4/1 + 4: 

f 4'. - +'i + 4i 



= 4. + U'i+4--4'.*{ j = 

= ;*'î + 4- + 4'î { ! = 

= 4-- + *'c - •*'!....{ 'z 

-:4'i + 4--*- {;i 



u.364gi 60372 60, 
3.83087 5853a 26, 
0.62805 44*67 2, 
3.71634 10198, 

0.13189 87690 5. 
0.87733 86002 7, 
0.14618 24763 5, 
6.14827 48367 i, 
o. 12209 86742 62, 
i.ia&»5 87166 5. 



Le premier membre de chaque équation contient les fonctions qui répon- 
dent aux trois valeurs données de x; on a fait en sorte, dans cette dispo- 
sition , qu'il n'y eût, au plus, qu'une fonction précédée du signe — , chose 
toujours facile à obtenir au moyen d'un changement de signe qu'on opé- 
rerait, au besoin, dans les deux membres. Maintenant on voit que toutes 
les combinaisons de signe entre les trois fonctions données se trouvent 
dans ce tableau, avec la condition mentionnée qui n'admet que quatre 
combinaisons; aussi voit-on que la combinaison 4/1 + -vj/a — •>), £ s'y 
trouve deux fois. Ce résultat trouvé, pour le cas de pL = 5, dans une 
transcendante de la seconde classe, ne peut manquer de s'étendre à toute 
autre valeur de p dans les transcendantes de la même classe; c'est-à-dire 
quêtant donné un nombre quelconque fx — 2 de valeurs de x, pour dé- 
terminer un pareil nombre de transcendantes ou 4 « r » on pourra 
toujours trouver une somme de ces transcendantes prises avec les signes 
qu'on voudra, de manière que cette somme soit composée d'une cons- 
tante déterminée et de deux fonctions, dont les variables et et C sont dé- 
terminées algébriquement par le moyen des u — 2 valeurs données de x. 
On peut s'assurer, en outre, que le même résultat peut être généralisé 
pour les transcendantes de toutes les classes; c'est-à-dire qu'étant donnés 
les signes des diflëreus termes d'une somme proposée de fonctions, on 
pourra trouver assez facilement , a priori, les signes avec lesquels on doit 
prendre les quantités analogues à celles que nous avons nommées A, A', 
A", etc., pour que la somme des fonctions prises avec les signes donnés 
se réduise à une constante, jointe à un nombre de fonctions auxiliaires 
toujours égal au numéro de la classe. La règle, pour cet objet, se dé- 
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duira toujours aisément de celle que nous avons donnée pour former la 
somme 2^jt, qui compose le premier membre de 1 équation (5). 

272. Il suffit, pour s'en convaincre, de chercher comment dans le der- 
nier exemple, où l'on a pris m négatif, on aurait pu, a priori, par- 
venir directement à la combinaison qui donne la valeur de 

4', _ 4-2 + 4*. 

D'abord cette combinaison, exprimée par les seules fonctions -^.x, est 

+ *-4<- «) + *<-*). 

6x 

Dans le cas dont il s'agit, la quantité qui doit servir à déterminer les 

a A- x 

signes des fonctions , est c + cX - 

Dans le cas de x = cette quantité, qui devient sa -, a par con- 

séquent le même signe que A. 

Dans le cas de x = — 1 , cette quantité = c — c' = T m a ' e m ^ me 8 '8 n e 
que A". 

Enlin, dans le cas de x — — 2, cette quantité a le même signe 
que A'. 

De là il suit que pour obtenir la combinaison cherchée 4 ï — 4 ( — ') 
-|- 4 (— 2) , il faudra prendre 

A positif, A" négatif et A' positif. 

C'est en effet la combinaison qui a produit ce résultat , et d'où l'on a dé- 
duit l'équation 

4', - 4' 2 + = H'* + 4* - 4'£> 

dans laquelle 

a = 0.12209 8674 2 62, 
€ = 1. 12825 87166 5o. 

Otte application suffit pour faire voir que le problème dont il s'agit se 
résoudra toujours avec beaucoup de facilité dans les transcendantes de 
toutes les classes. 

Ainsi, étant donné un nombre quelconque f* — N de valeurs particu- 
lières de x, on peut adopter telle combinaison de signes qu'on voudra 
dans la somme des fonctions 4***» ou nous supposons 4 X une fonction de 

la première espèce , représentée par J* ^j^y » et l'on pourra toujours dé- 
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terminer les signes des nombres X correspondans à chaque valeur par- 
ticulière de x, de manière que la somme des fonctions prises avec les 
signes proposés soit égale a une constante connue, jointe à N autres 
fonctions dont les variables seront déterminées par le moyen des ft — N 
valeurs données de x. Il pourra arriver qu'une ou plusieurs paires de 
ces variables soient imaginaires, mais la solution n'en existera pas moins 
analyliqaement. 

§ VIII. Suite des mêmes recherches, appliquées successivement 
à une seconde fonction de la première espèce et à deux 
fonctions de la seconde espèce. 

373. En appliquant à l'intégrale ce que nous avons dit en 

général (n° aao) de l'intégrale f 0* étant un polynôme en x du 

degré A, on voit que f x<fa est une seconde fonction de la première 

espèce, et que f^^-^ et J v ' t _^ son* deux fonctions de la se- 
conde espèce; il est inutile, d'ailleurs, d'admettre dans l'intégrale 
f^^^y qu» résulte de la supposition fx—x*{x — «), des puis- 
sances de x plus élevées que la troisième , puisqu'on a prouvé que l'inté- 
grale ^ UT^\ * ° u $ x un P°lyoome en x du degré A , peut toujours 

se ramener à des intégrales semblables, dans lesquelles l'exposant e est 
moindre que > — 1 . 

Pour distinguer les nouvelles intégrales de celles que nous avons consi- 
dérées jusqu'ici , nous désignerons f^0^ ) et f y *X^i V* r et 

Si nous partons d'une équation "S.-\x = C , trouvée pour la plus 
simple des fonctions de la première espèce, il suffira de changer les (onc- 
tions 4^ en -^,x, et les fonctions -^'x en — 4'«- r » et l'on aura sembla- 
blement ^^,x = C t , C, étant une constante déduite de C, en mettant 
4,1 à la place de 4»» et — 4'i s a ' a place de 4'£« Ces résultats, indiqués 
par la théorie précédente, vont être vérifiés dans différons exemples; mais 
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auparavant il est nécessaire de donner les formules par lesquelles on 
pourra calculer facilement les valeurs numériques des nouvelles fonc- 
tions -4.1* et 4'» JC * 

Des intégrales 4,x =/~^ , 4> = fyfê ?y 

274. Il faut d'abord calculer les fonctions complètes 4,1 et 4'»i» ** 
première par la formule page 408, la seconde par la formule (2), page 377, 
tome II ; on aura les résultats soi vans : 

- * »0 

-n" 0.24857 49^63 47 

o.45 9.65321 a5i37 j5 

T(i.4o)... 9.94805 27714 11 

9.84984 022 1 5 33 

r(i. 9 o)... 9.98506 95440 86 
4»' g Zfàrj o8 7:4 47 

4,1 = 0.73581 87960 8i 

A l'égard de la fonction indéfinie, il faut distinguer deux cas : 
i\ Lorsqu'on a^<ï, l'intégration donne immédiatement 

, ./i , i x* . i.3 x'» i.3.5 x' 4 . \ 

J/.jc = x*( - H — .— -\ — -7 . — - -f- — r-g. — -f- etc. ) ; 

\a ' a 7 1 a. 4 «a 2.4 6 17 / 

a 8 . Lorsque x» est > \ t on fera 1 — x 5 = m, ou x = (i — «)*, et 

alors on aura f = - U, U = i /u" ; A (i — «)" ? , ou 

n . 3 h , 3.8 , 3.8.r3 a 1 , \ 

Ces mêmes formules, adaptées au calcul numérique, prennent la forme 
suivante : 

^,x = \x* + Px» (9.15490 19600) -f Px» (9.9<>476 55709) 
+ Px» (9.64097 8o5;4) -f- Px» (9.91692 37101) 
+ Px» (9.76955 10786) Px» (9.92632 78487) 
+ Px» (9-83oo5 42936) + Px» (9.9358a 81196) 
+ Px» (9.8653o 14261) H- etc. 
-f- Px» (9.88842 52249) 



_ 9 »tci-4) 



.9 
ao 



r(i.9) ' 

/ ' s<k 1 f xdx 

4.» 9- 8C 677 08774 47 

9.48998 2364o 86 



COS 5 7T. . . 



4'.£ 0.37678 85i33 61 

4',i = 2.38n5 96452 5g. 
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( U= l «* H- Pu (9.30103 99957) -f- Pm (9.89-48 61095Ï 

! + Pa (9.68134 i35;4) -f- Pu (9.91359 79888) 

( 21 ) < Pu (9.79173 40576) -+- Pu (9.92556 5945oj 

I + Pu (9.84509 80400) ■+- elc. 

( ■+- Pu (9.87663 7 65i6) 

Venons à l'autre fonction 4'i- r=: fy^+j*) ' Si lon a ce,,e 
fonction se calculera par la formule (30), eu observant de prendre négati- 
vement les termes de rang pair. 

Si l'on a et x < 1 , il faudra faire - * = « , ou 

— — J~ s ; ce qui donnera ty t x = f$u~ s du(i — u)~ ,Q , ou, en 
intégrant par série , 

4',* = «5 fi + i.ï + JLI2..£ + JL^.^ + etc. Y 
T \2 1 10 7 ' 10. 30 ia io.ao.oo 17 / 

Il en résulte, pour le calcul numérique, la formule 

4',jc = «5(9.67897 00045 36o3) -H P« (9.95069 9 5o5o) 

-f- P« (9.41017 4465o 89) + P« (9.959^8 9 558o) 

-f- P« (9-:4564 05993 6) -f- P« (9.94639 89397) 

(23) ^ 4. Y u (p. 83400 90678 5) + P« (9.95172 97089) 

-f. Pu (9.87705 o85Ô3) -h P« (9.95616 *a5oo 7 ) 

-f- P« (9.90328 4.99 2 4) "t" elc * 
H- P« (9-9«89i 4547 1 ) 



Cette formule servira depuis x* — £ jusqu à .r = 1 ou « =5 1 ; 
x = 1, il faudra recourir à une autre formule. 

Soit 7^p=«, ouj=pJ, on aura i«" -</u(i— u)'*; 

soit donc U= f\u~^du{i — «)' s, ou 

it tV/ . 3 « . 3 8 u> 3.8.i3 u» . \ 
U=3«-(. + 5.- + 5^.îî + 5— 5'3Ï+ etC -> 

Cette formule, adaptée au calcul numérique, prendra la forme 
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U es au" 4- Pw (8.73675 8565a 26) 4- Vu (9.92049 69351) 
4- P" (9-62226 37774 j6) 4- Pu (9.92969 95684) 
P" (9-7 6 Ô7° 9694 1 5) 4- Vu (9.93699 ia5i6) 
(23) ^ + p w (9. 8328a o3465 5) -f- Vu (9.94291 i5 7 5i) 

4- P" (9 .86900 15079 7) + 

etc. 

H- p " fo-^ 23 ? 7"77) 
4- Vu ( 9 . 9 o85i 7 38i8) 

et l'on aura 4',;r=4'i £ — U, valeur qui servira depuis x = 1 jus- 
qu'à X = Z' 

Enûn, lorsque x sera > a, on aura une formule plus simple en faisant 
x = £ ou u = ce qui donnera 4',x = 4'i£ — U, U=/â~ '(i-f-K 5 )" • 

i/ I K 5 , 1.3 u" \ 

U s an* — Po» (8.65 7 5 7 7 3i 9 i 78) — Vu 6 (9.90188 68oa 9 ) 
4- Pu 5 (9.59433 46538) 4- P«» (9.91474 46062) 

(a4) J *~ Pm * (9-7 5,6 7 63 549) — P" 5 (9- 9*46a 00428) 

4- Pu 5 (9.82058 58901) 4- Pu» (9.93-44 36238) 

— P« s (9.85945 61901) — etc. 
4- Vu* (9.88445 17801) 

Exemple I". 

275. Les valeurs de a et É étant les mêmes que dans les art. 25o 
et 25 1, on a trouvé 

4, + 4'<? _ 4'« = 4, 4- 14-1, 

ou simplement 4'ff — 4'* = ± 4' i. Si de cette équation, pour les fonc- 
tions 4<x*> on veut passer à une équation semblable pour les fonctions 
4,x, il faudra, conformément à notre théorie, changer les signes des 
fonctions 4'» ce qui ne produit, dans le (ait, aucun changement; on devra 
donc avoir dans les nouvelles fondions 

4',<?-4\« = i4'.£. 

En effet, si d'après les valeurs de a et £ données art. 244, savoir : 
« = 0.71592 09561 59586, log a = 9.85486 50751 0294, 

€ = 4.52014 70213 40202, log € = o.655i5 a56o8 1099, 
Tome III. 34 
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on calcule les fonctions 4'.* et 4'.£ P» r les formules (20) et (24), on 

trouvera 

4',ff = 1.4404: 67295 14 
4',* = 0.34989 69079 40 

4',é — 4',a = i.igo5 7 g8ai5 74. 

Or, on a £ 4',i = 1 • 19067 98216 075 ; et puisque ces deux nombres, 
calculés tous deux par approximation , diffèrent si peu l'un de l'autre , 
on est en droit de conclure que l'équation 

4'i^ — 4'* = t4'«o> 
semblable a l'équation 4'£ — 4'* = i 4' £, a lieu exactement, suivant 
la loi générale qui avait été annoncée. 

Exemple II. 

276. En supposant, comme à l'art. 249, 

« = y/( 5 -~— ) - (^ -) = o. 7 936o 44 9 33 54840, 
ç œ ^/(^?) -H = i.55 7 53 65r58 35o5a, 

nous avons trouvé l'équation 

4* + 4'é = 4» + 

Ainsi l'on devra avoir pour les fonctions 4i l'équation 

4,* - 4'.c = 4,i - H'i; 

en effet, on trouve par les formules précédentes 

4',£ = 0.78623 8i5o8 95 
4,* = o.33i4 7 7Jo5i 82 

4',£ — 41* = o.454 7 6 10257 J 3* 
Cette constante s'accorde très bien avec la valeur de ^ 4', i — 4,i , 
comme on le voit ici : 

i4',i = 1 .190J7 98216 19b 
4,i = o. 7 358i 87960 81 

4,1 -s 0.45476 10355 385. 

Ainsi l'on aura exactement 

4',C - 4,«= -I4M — 4,1, 

comme !a théorie l'avait indiqué. 
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Exemple III. 

277. Nous avons trouvé ci-dessus (268) pour les fonctions 4* l'é- 
quation 

En passant des fonctions 4 aux fonctions 4i> il n'y aura à changer que le 
signe des fonctions 4'» et l'on devra avoir l'équation 

4,« - 4'.€ -f- 4,^ + 4', a = - i4',i; 

c'est ce qu'il faut vérifier par le calcul de ces nouvelles fonctions. 

Calcul de 4i ï P*r h* formule (20). 

i) \x % 9.09691 ooi3o 08 1) = o.iaooo 00000 00 

x 5 8.49485 00216 80 a) 55 8o357 14 

9.15490 19600 3) 76293 95 

2) 6.74666 19946 9 4) *4<» 46 

8.49485 00216 8 5 ) 3 9 63 



6) 68 

7) etc. 3 

4,i = o. 13556 58o83 88. 



9.64097 80574 

3) 4.88249 00737 7 
8.49485 00216 8 
9.76955 10786 

4) 3.14689 n54o 5 
8.49485 00216 8 
9.83oo3 42936 

5 ) 5 4693 
8.49485 00217 
9.8653o 14361 

6) 89.83192 69171 

Calcul de 4'.2 par la formule (24). 
u = i, 2tf« = 1/2. 

1) 2U* o.iooSi 49978 32 0 = i.4»4*» 5 56a5 7 3 * 

«» 8.49485 00216 80 2 ) ~ aoo 88260 85 

8.65757 75191 78 1.4 1220 47362 90 

2) 7.3oa g 4 j3586 9 

34.. 
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7.30394 23386 9 
8.49485 00316 8 
9.59433 46538 

3) 5.39202 70141 7 
8.49485 00216 8 
9.73167 635 49 

4) — 3.63855 33907 5 

8.I9485 00316 8 
9.82058 58goi 

5) 1*95598 93025 
8.494&J 00217 
9.85945 61901 

6) — 0.30829 55 143 

Calcul de 4,* par la formule (20). 

1) = 0.00075 o3n5 145 

a) 9^ 

=3 0.00075 o3u5 258. 





1.41220 47363 90 




3 46619 27 




t.4l333 93983 17 


4)- 


435o 64 




1.4<333 89631 53 


5) 


89 95 


6) — 


3 o3 


7) etc. 


4 


U = 


1.41333 89719 49 


4'.i 


3.38i i5 96433 39 




0.96893 06712 90 



« 8. 588 1 3 58o34 849 

6.87524 161 13 o(> 

et*.... 3.94067 90174 34 
9.15490 19600 

3) 88.97082 35887 3 



4', 7 = 3.58u5 9Ô4 3a 39 
4',£ = 3.38582 66138 317. 



Calcul de par la formule (34). 

Ç 3.64357 3-9Î4 037 1) = 0.09533 5o3o4 i73=:U 

u 7.3564s 68o55 963 

J . ... 8.67831 34027 981 
2 0.36102 99956 64 

0 o-979 3 4 35 9 8 4 62 

Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme 4.* — 4'-^ 
4. 4, 1 4. 4', 2 se re'duit à — x. 19057 98216 199, nombre qui s'ac- 
corde, aussi bien qu'il est possible, avec la constante connue 

14',!— 1. 19057 982x6 195; ainsi l'on a exactement 

4',e 4,* — 4,i - 4', 2 = H'.i, 

comme la théorie l'avait indiqué. 
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De, ^graUs 4.*=/^. 4>=/p^, 

278. Ces intégrales représentent la première fonction de seconde espèce 
sous les deux formes dont elle est susceptible , selon que x est positif 
ou négatif. Nous allons d'abord chercher la valeur de la première dans 
sa limite x = i , et celle de l'autre dans sa limite x = \, Nous nous 
occuperons ensuite des moyens de calculer les deux intégrales indé- 
finies. 

Si l'on met x* à la place de x dans l'intégrale /.r*dx(j — x 5 )'*, elle 
deviendra \fx~ *dx(i — x)"*; et en appliquant la formule 

qui a lieu lorsque l'intégrale est prise entre les limites x = o, x = i, 
on aura l'intégrale complète 

, i r (0.60) ri £ ri r(i.fio ) 

5" r(i.io) — 3* r(i.io) * 

i 9.53287 87452 8o3 

r; 0.24857 49363 47 

T(i.6o)... 9.951 10 20174 5o 
1 : r(i.io). 0.02165 93a6o 58 

4.i 9-74421 5o25i i53, ^.i = 0.55490 o3857 086. 

Venons maintenant à l'autre intégrale >J,'.x = J* -^î'ii-j-j e n e devient 
infinie dans la limite x = mais si on la compare à la simple inté- 
6 rale f\£> ou fx~~ t dx~*V'x, la différence des deux, savoir : 

J L v/(i + ^) J' 

est une quantité toujours finie , et dont la valeur pour la limite x= ' 
se détermine exactement par la formule (a') page 378, tome II; en 
effet, faisant a = \, x = 5 , cette formule donne 

» 10 
d'un autre côté, la formule (Z), page 877, donne 
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donc .r devenant infini, on a 

.--=L. 

3«in— su» — 

10 10 

4,1 9-744 21 5oa5i i5 

sin i 9 48998 *364o 86 

log B = o. a54:i3 26610 29 
B = 1 .79569 536 a 3 81. 

De là on voit que plus le nombre x sera grand, plus l'équation 
= a^/x— B approchera detre exacte. 
279. Cherchons maintenant les formules par lesquelles on calculera 
les deux mêmes intégrales pour toute valeur donnée de x. 

Si l'on a x*<i, l'intégrale 4.x = f v '^^ se calculera par la 

série ordinaire 

. 1 **.»-3 x-, 1.3.5 \ 
4-* = ^(3 + l- TT + îl -ÏT + STB' T8 + ete *> 

Si l'on a x»>i, soit 1— x 8 =u, et U = / £iT*<k(i — a)' 1 , 
on aura 4,x = 4,1 — U , et U se calculera par la suite 

Ces deux formules, adaptées au calcul numérique, pourront s'écrire 
comme il suit : 



(25) 



( 4«x = j-H Px 5 (9.27500 12720 64) Px» (9.90654 56598 9) 

-+- Px 5 (9.66420 78980 77) -h Px> (9.91828 64174 4) 

Par 8 (9.779î8 96011 56) -}- etc. 
-f- Px 8 (9-83555 27221 1) 
4. P.r» (9.8(1881 25 141 2) 
+ Pj^ (9.89085 553o5 8) 
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U = |a ; -t- P« (g."4 9 5 8 7 366 08) 4- P" 40272) 
4- Tu (9.62334 92904 o) -f- P" (9-9"7 8 4°7<>4) 

(26) ] + P " (9-75G9 6 1 9 5,5 > + p " (9-92I7 3 ao 97<>) 

4- P// (9.82027 44563) -f- P« (9.92966 21597) 

4- Pm (9.85753 24964) 4- etc. 

+ Pu (9.88189 i84a3) 

/> x % dx 
ïfjY+ÏPy e 'l e se calculera 

par la formule (a5), si Ton a -r 5 < eu ayant soin de prendre néga- 
tivement tous les termes de rang pair. 

—5 — i 

Si l'on a < r 5 >£et.r<i,il faudra faire 7^7^ — u, ou x=Q^^ 5 , 

x'dr - * - — 

ce qui donnera - (| _^ ^ = |m â </u(i — m) et en intégrant, 

4, s/ 1 1 " u 1 '«-ai «** ■ n.ai.3i u 3 \ 

,r = u ^4.-^4.-— ._- f .__ 5 -. T5 + e tc.J. 

Cette formule servira depuis jr s = ± jusqu'à x= 1 ou u= ~; elle peut 

s'écrire ainsi : 



(»7) 



= M* (9.52287 87452 80) + Ptt (9.93582 26761) 

4- Pm (9.61542 39528 86) 4- Pw (9 94489 o65ao) 
4- Pm (9.81053 59357 6) 4- etc. 
4~ Pm (9.87291 12863 2) 
4- Pm (9.90426 85345) 

+ P"(9-9 2316 997 6 4) 



■ 

Si l'on a x > 1 , il fendra faire 1 4. x* = l , ou x as ce 
qui donnera 



^=_iM-^(l--Mp ; 



développant le second membre et intégrant, on aura -\',x = C 4- sm" " — U, 
Cette dernière formule peut « écrire ainsi : 
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U = u" (8.94884 7 4 77 5 5a6) -f- Vu (9.89308 48549) 
-f- ?u ( 9 .52o58 (39485 01) -h P« (9.90736 3 7 32a) 
-f- Pa (9.71944 SSgoo 5) H- etc. 
-f- Pa (9.80075 a3i66) 
H- P" (9-84535 11991) 
-f- P« (9.87358 65 77 8) 

Pour déterminer la constante C, il faut observer qu'en faisant * = 
on a « _T7 = x i , et U = o , ce qui donne -\>\xz=. or*; mais nous sa- 
vons que dans ce cas on a -\\x = aar» — B ; donc, C= — B; donc pour 
une valeur quelconque de x plus grande que 1 , on a , eu faisant 

4> = a «-^ - B — u. 

Le cas de x =s 1 donnera 4'» 1 — 3 • a 7 * — B — U% U» étant la va- 
leur de U lorsque « = \. La même quantité se déduirait plus direc- 
tement de la formule (37), en faisant w = i; mais la première expres- 
sion qui dépend de la valeur de 13, donne plus promptement le même 
degré d'approximation; on en tire 

4'.'= 0.38922 48101 897. 
28 1 . Les formules étant ainsi préparées pour les différens cas , uous 
allons étendre aux fonctions 4« JC > 4'»' x * quelques-uns des exemples 
calculés dans le § VII, pour les fonctions de première espèce 4 X > 4'* r > 
mais il est nécessaire, avant tout, de chercher l'expression générale 
du terme nX qui entre dans le second membre de l'équation (3), lors- 
qu'il s'agit des fonctions de la seconde espèce. Dans le cas de la fonction 

4.x = y ^^^^ > 1* valeur de X est en général 

et si l'on fait Z = » cette valeur deviendra 

X = ^> lo g(ï=l)' 
ou , en développant la quantité logarithmique , 
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Le premier terme de cette se'rie se réduit à , et en substi- 
tuant les valeurs $x=a-\-x, Q,x=c-{-c l x, <p,x=(i— x.^^+x*), 
il devient 

xr 1 (c <-,x) 

(a + x) (i - x) («-x.^i + x')' 

Cette quantité , développée suivant les puissances de - = u , sera de la 
forme Au -f" Bu* -f- Cu* -f- etc., et il est visible qu'on a A = — ac,. 
D'ailleurs, les autres termes de la série, dus aux facteurs y , y , etc. , 

étant développés semblablernent, on verra aisément qu'ils ne contiennent 
que des puissances de u de plus en plus élevées; ainsi le coefficient A 
égal à — ac, est le seul qui entre dans la valeur de la quantité dé- 
signée par nX, et l'on aura par conséquent I1X = — ac,. 

Cette valeur ne s'applique qu'à la première fonction de la seconde es- 
pèce, désignée.par 4« <r — fj^^^ > on trouverait, par un calcul sem- 
blable, mais dont le résultat est moins simple, la valeur de nX, qui 

s'applique à la seconde fonction de seconde espèce désignée par 

. r x-dx 

Exemple 1". 

a8a. Supposons, comme dans l'art. a5i, / = i ; on a vu que les 
racines x = — *, x — — € , qui résultent de cette supposition, satis- 
font à l'équation 

Si nous passons maintenant des fonctions 4 de la première espèce aux 
fonctions 4» de la seconde, on devra avoir l'équation 

4'.6 — 4'»* = const ' — a^i- 

Or, dans l'exemple dont il s'agit, on a c= m * ' et c, = i - c (^f^) 

= — 5 donc le second membre de l'équation précédente doit 

être const. -f- (m -f- 1) : c'est ce qu'il s'agit de 
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Calcul ue 4/.cc par la Jormule (sS). 
«.... 9.85486 5o75i o3 5.62714 88684 3 

a*... 9.56459 53353 109 9- 2 74 5a '53755 a 

J.... 9.52287 87453 80 9.85555 272*1 1 

.) 9-0874? 59705 89 5) 4.73702696606 

«». .. 9.27433 55 7 55 !5 9-»743a 53 7 55 1 

o 64 9.86881 23i4i 2 



2) - 7.63480 06181 68 6 > - *- 88 °' 6 f 5 ^ 9 

9.37433 53 7 55 ,5 45j f5 7 55 3 

9. 66420 78980 77 9-89Q8S 55505 7 

5) 6T5 7 333 589,7 6 ^ 5 ^ 556 ,7 -8 



9.27453 53755 1 
9.77948 96011 6 



9.27432 53755 1 
9.90654 565g8 9 

8) — 2.22621 £597* 8 
4) — 5.62714 88684 3 <9.*7433 55 7 55 2 

9.91 82$ 64174 4 

9) 1.41882 83goi 4. 

1) = o.t2a3i 338o8 41 o.aa&SS 76481 it« 

2) — 43i 3a 101 47 6) — 7 588 652 

0.11800 01706 94 68892 459 

3) 37 43983 204 7) 1110 o58 
0.11857 45690 144 70002 5t 7 

4) — 4 25 7 88 308 8 ) — 168 551 

o.u833 31901 936 °9 83 4 166 

5) 54579 i 7 5 9) + 26 33 1 

o. 1 1835 76481 1 1 1 *^ ~~~ _„ * Q Ji 3 « 

' 1 -tyjK. — 0.1183$ 69858 i85. 

CVzicu/ <fe 4'«£ formulé es). 

C o.655i5 356o8 11 «°-«. . . 7 .o5i6o 6391 1 97 

S 5 5.37576 28040 55 8.94884 74 77 5 53 

1 + £»... 3.37599 38986 70 a ) 6-00045 38687 lô 

«-»•'... 0.33759 93898 67 u 6.73400 7 ioi3 3o 

2 o.5oto3 99956 f>4 9«53o58 69185 01 

i) 0.63863 93805 5i 3) 2.24504 79«85 8 
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i) sa 4-25*35 ^665, aa6 ».a45©4 79««& 8, 

M 0.000 no oiaai 479' 6.72400 ixtxZ 3 

4. 2 52 2 5 26443 747 9.71994 Sggoo * 

B 1.79569 536a3 81 4) 88.68900060996 

tf* C a>45 î« 9 !!Z a > » o.qoo.o o^45 618 



4/.* o. 11 833 69858 i83 



3) i 7 5 8 



12 



Diff..... 2,. 338*2 02961 7 54 4) 4 9 

M = 0.00010 01221 479> 

Maintenant , si de la quantité -^'jS — 4'» a ^ s • 333Saa 02961 7^4, 
on retranche m -f» 1 35c 3. a36o6 79774 998, 

on anra la valeur de la constante.. C = 0.89784 7681*3 244- 

Cette constante diffère très peu de £ B = 0.89764 7681 r 905. Ainsi l'on 
aura exactement l'équation 

4'.C — 4' 4 * = m -h r — i B. 

Cette équation est, comme on voit, dans la (orme indiquée par la théorie, 
et l'on remarque que le terme î 4'£> relatif aux fonctions "de la première 
espèce, est remplacé, pour les fonctions; de la seconde espèce, non par le 
terme semblable qui est infini, mais par la constante — \ B, com- 

prise dans i 4'** lorsque x est infini. 

r 

Exemple II. 

283. On a supposé, dans l'art. 232, t ss — 1 , et faisant — **) 
= — 1/3 , on a trouvé les valeurs 

c . (£±i) (z±i) - „„ 

et ensuite les auxiliaires j: 3= a , .r = — C ,* d'où est résulté l'équa- 
tion des fonctions 

4«_4'C4-4'i =4, -4 4'i. 

Si l'on passe maintenant des fonctions 4^ de la première espèce aux fonc- 
tions 4r^ de la seconde, cette équation deviendra 

4.* — 4'^ -t- 4'.» - 4.» -f- b — ac, > 

35.. 



27 6 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

et en substituant la valeur de ac, , le second membre devient 

_|_ |B + (m -f- i) + Vî. C'est ce qu'il s'agit de vérifier par le 
calcul des fonctions 4«« , |4'.£ , d'après les valeurs de a et € données 
»rt. a5a. 

Calcul de 4»* /*"' ^ formule (26). 

4.5820a 59855 7 
9. 3 5656 479 10 3 
9 .85 7 33 24964 



l — a. 5 = u.. 


9. a5656 47910 3i 


■ 

M» 

M • • • • 


ex 62838 35o55 1 55 




9.60205 9991 3 28 




o.33o3ii 25868 i3 


f j 

**• • * • • 


r» o5656 àiq\o 3i 




9.12495 8 7 366 08 


2) 


7.6118A 5qi44 82 


9. 25656 479'° 3i 




9.62334 92904 


3) 


6.49165 99959 1 




9.25656 47910 5 




9.75696 i95i3 


4) 


5.5o5i8 6 7 382 4 




9.25656 479 10 3 




9.82027 44563 


5) 


4.58303 59855 7 



6) 3.69592 32730 
9.35656 479 l ° 
9.88169 i84î3 

7) 2.83417 99063 
9-25656 479 10 
9.89895 403 73 

8) 1.98967 87245 
9.25656 479' 0 
9.91178 40704 

9) 1 . i58o2 75859 
9.25656 479 10 
9.92173 20970 

10) o. 35632 44759 



1) = 0. 


16995 83o32 


95 


>) 


409 11 548 


184 


3) 


3i 02i3o 


016 


4) 


5 20027 


087 


5) 


58196 


712 


6) 


4965 


046 


7) 


682 


631 


3) 


97 


65i 


9) 


»4 


38g 


10) etc. 


2 


563 



o. 17439 60697 218 
0.55490 o383 7 09 

4.» = o.58o5o 43 i59 872. 
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Calcul de 4',É par la formule (28). 



2 77 



G 1.09765 92946 9a 

& 5.48839 64734 60 

1 + É 5 .. 5.48839 78843 3o 

u~A... 0.54883 97884 33 
o.3oioa 99956 64 

1) 0.84985 97840 97 

1) = 7.07717 35457 492 
M 10318 3a8 

7.07717 15239 164 
B 1.79569 53623 81 



M* 



.. 5.o6o53 19041 o3 
8.94884 7 4 77 5 53 

3) 4.00937 93816 56 

u 4*5ti7o ait56 70 

9.52o58 69485 01 

3) 88.04166 84458 37 

a) =: 0.00000 10218 317 
3) 1 , 

M 0.00000 io3i8 338. 



4'.£ = 5.38147 6i6i5 354 

11 résulte maintenant des valeurs trouvées qu'on a 

4',£ — 4,«t — 4'.i = 4.61174 7 o3 7 3 585; 

d'un autre côté, on a 

m -f- 1 -f- 3v/s = 6.06449 5i033 460 
4.1 + LB = 1.45274 80648 691 
m 4. , 4. av / a _ 4,, _ ib = 4.61174 7 o3 7 5 49^ 

Ces deux résultats étant si peu différons l'un de l'autre, il s'ensuit qu'on 



4.« - 4'.C + 4'., = 4.1 H-ïB — ro — 1 — 2i /3. 

. De là on voit que dans le résultat indiqué par la théorie il faut changer 
le signe de ac, , c'est-à-dire que, dans cet exemple, la quantité dési- 
gnée par nX a pour valeur ac,, et non pas — ac,. Dans tout autre cas 
il sera toujours facile de reconnaître, au premier coup d'oeil, quel signe 
il faut donner à la valeur de la quantité désignée par I1X. 

Exemple III. 

284. On a trouvé, dans l'art. a53, qu'en changeant à la fois le signe 
de m et celui de ^1 , on obtient deux nouvelles valeurs de x dési- 



a? 6 FONCTIONS ULTÏLV^LL»T«QUES, 

gnées par x — — ct, x = — S, qui satisfont à l'équation 

Si donc of» passe des fonctions 4 X aux fonction» -\jr de la seconde es- 
pèce , on aura une nouvelle équation 

4'.C 4'.* — 4'. 1 = — î B + nX » 
dans laquelle on devra faire nX = ac, ; et parce, qu'on avait dans 
l'exemple précédent ac, = — m — i — aV», k changement des signes 
de m et de }/* donnera, pour le cas présent , ac, s= m — i -f* av/a , 
de sorte qu'on devra avoir 

4- 4'.* - 4.i — — i B + w — 1 + 2 Va- 
C'est ce qu'il faut vérifier par le calcnl de* nouveHee fonctions 4',« , 
4'.É, qui se fera très aisément, à cause de la petitesse de « efc de la 
grandeur de 6. 

Calcul de 4'.« par "* formule (a5). 

a 9.5oag5 8o54a 874 1) = 0.00270 a4ao5 845 

a». . . . 7.90887 4.6a8 6aa ^ ~ ,65 ? 

| 9 .5aa87 8 7 45a 80 3J _ 

0 7.45.7s «9081 4- 4'^ - 0.00^ aa546 a 4 8. 

a» 6.5x479 03714 57 

9 .a73oo 1x72a 64 

a) 3.21954 445i6 45 
6.51479 03714 37 
9.66430 78980 77 

5) 89.39854 26211 57 

Calcul de -^'jÇpar la formule (28). 





o.838o6 77575 a5a 


0 • *•••" 


4.*9o33 87876 a6o 




4.19036 68o5a 64 


■ 

U . . . . 


0.41903 668o5 a64 


3> » • • » • » 


o.5oiQ2 99956 64q 




0. 73*06 66761 904 



8.94884 7477& 5* 

1) 5.i 7751 735a8 i5 
... 5.80965 31947 36 
g.5ao58 6*)485 01 

3) 0.50775 74960 5 > 
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A = 5. 34888 o3886 606 1) = 0.00001 5o4g3 365 

1 50496 584 a) 3 219 

5.34886 55390 022 0.00001 5o4g6 584 

B 1.79569 536a3 81 

— m— 1 -f-a \/ a = 4 . 06449 51022 460 

= 3.455i6 99766 212 0.89784 7681 1 yo5 

4',« 0^022546 248 _____ 

5.45587 223 12 46o 
•4'.! O.28922 48 101 897 

5.16664 74210 563 

Par ces valeurs , on voit que la différence entre les deux membres de 
l'équation 

+ 4'.* + 4'.' B-iB + M- i+ ai/î 

est tout-à-fait insensible. Cette équation a donc lieu exactement, et les 
résultats précédens sont pleinement confir 



Des intégrales 4^=/^V)> 4>=/p^f^ r 

a85. Ces intégrales représentent 1a seconde fonction de seconde espèce 
tus les deux formes dont elle est susceptible. Pour donner quelques 
exemples de l'application de notre théorie à cette fonction , il faut d'abord 
trouver la valeur complète de la première intégrale lorsque ce = i , et 
l'expression de la seconde lorsque x est infini. Or, il résulte des formules 
citées ci-dessus, dans la théorie des fonctions T, qu'on a 

= ^'F^fS' 9-6465i 4 9 45o iQi 

H \a tVc \ _ *3i _ R / ï*(i. 80).... 9'. 969 12 86662 41 

J\ xax ~ vv+*))~~ Aa *ï * ~ i:r(i.3o). 0.04697 97228 5o 



5111 

10 



4 sl = 0.45985 7 5636 893, 9.66262 3334i 10 

B' = 0.5684* 5ao86 874. sin — 9-90795 76445 86 

B' 9.75466 56895 34. 

386. Voici maintenant les séries par lesquelles on pourra calculer les 
deux intégrales peur Haute valeur donnée de * : 



a8o FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

(I) *» < *• 

i . /i , i , i.3 x'° , i.3.5 x' 5 . . \ 

^ = ^(4 + 5-9 +Ï74-T4 + M^-Ti + etc > 

(II) *» > *. 

Soit 1 — jc* = u , on aura 4»r = 4,1 — U, et U, qui représente l'in- 
tégrale \fu *du (1 — u)~ », se calculera par la formule 

n 2 ï/ 1 « , 1.6 u* , 1.6. u u 3 \ 

(III) < i. 

La valeur de 4'»x se calculera par la série (I), en prenant avec le 
signe — - les termes de rang pair. 

(IV) x> > ± et < 1. 
Soit u = , on aura 

„ i/i , i3 u !3.a3 «" i3.a3.33 « J , \ 

(V) a: > 1. 

U faudra faire «=7-^5, et l'on aura f p^^sj = — /f «~ r ° <M r — «) ~ 5 . 
ensuite 

4'^ = |«--B'-U, 

u — 5 " V 7 ~ 10 17 ~ 10. i5 27 ^ io.i5.ao 37 / 

Si l'on fait x = £ , la dernière formule se réduit à 4'* r — \x x — B', 
comme la donnée la théorie des fonctions T. 

Exemple I". 

287. On a trouvé, dans l'art. a5i, les valeurs *=— *, x=z — €, 
qui, appliquées aux fonctions de la première espèce, donnent l'équation 

_ 4' tt== 14'!. 

Si des fonctions ^x nous passons aux fonctions de seconde espèce -^sX 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 281 
on devra avoir l'équation 

4' 3 £ — 4'j* = const. — n (X). 
Pour avoir la valeur du coefficient de ^, désignée par fl(X), il faut ob- 
server qu'on a , dans ce cas , 

z = £ v/<E> 

Cette quantité, dans laquelle on substitue les valeurs 6 .r = c -f- x , 
$,a- = c -f- c,x, étant développée suivant les puissances descendantes de 
a;, donnera un résultat de la forme X = A -J- A'k -f- AV -f- etc. , dans 

lequel on a u = l - et 

(c 1* 

A = — 2C, , A' = — ac -f- acc, — c, (m 4- i) — y- A. 

On voit que A' est la quantité désignée pat fI(X); ainsi l'on aura 
n(X) = — zc -f- 2CC, -f- c t (m i) f (c,) 9 . 

Dans l'exemple proposé, on a c s= et c, = « — c.--^ = — c ; 
donc n (X) = — ac — | c 3 =: — ^^-" j , et l'équation à vérifier sera 
4 V - 4',* = coost. + 7+*=. 



Maintenant, ai l'on fait le calcul de 4 's* d'après la formule (I), en ayant 
soin de: prendre négativement les ternies de rang pair, on trouvera 

4*3* = o.o63i5 36566 968. 

A l'égard de 4'j*» voici le calcul détaillé des diffère ns termes, suivant 
la formule (V); on y a employé une partie -des résultats déjà trouvés 
art. 282. 

m -0 ''.... '0^2759 92898 67 u 0 - 1 ... 7.70680 497°9 3" 

u~ 0,J .... 0.98279 78696 01 TZ' '•• 8.75696 i95i3 14 

ï 9-83390 87409 44 a ) c.40376 69222 45 

1) 0.80670 66io5 45 u 6.72400 71013 3o 

-pfi. .. 9.39280 03690 20 

3) 2.58057 43925 95 
Tome III. 36 
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i) = 6.40776 55io5 447 a.58o57 43935 95 

B' o.5684i 5ao86 874 6.72400 71015 3o 

5.83935 o3oi8 5 7 3 9.66438 65853 22 

U 29 09556 196 4) 88.96896 80772 47 

4' 3 £ = 5.83 9 o5 93482 5 77 a ) = 0.00029 09155 4 10 

4V = o.o63i5 36566 968 5) 380 693 

4',£_4' 3 a= 5.77590 56915 409 4) 95 

U = 0.00029 09536 196 

7 + 5m = 6.060II 32958 5298 

iB' 0.28420 76043 457 

5.77590 56914 893. 

On voit maintenant que dans l'équation 

les valeurs que nous venons de trouver des deux membres ne diffèrent 
entre elles que de cinq unités du onzième ordre de décimales, qui est 
le douzième chiffre significatif. Donc l'équation dont il s'agit a lieu exac- 
tement , ainsi que la théorie l'avait annoncé. 

Exemple IL 

388. Supposons, comme dans les art. 252 et 285, t as — 1, x = « , 
x = — €, valeurs qui ont donné pour la première fonction de pre- 
mière espèce l'équation 

4 a _4'e + 4', =4! _*4'i. 

Si de ces fonctions on passe aux fonctions de seconde espèce 4i* # on 
aura l'équation 

4* + - 4's' = 4»» - i* H- n(X). 

Dans ce même cas, la valeur des coefficiens c et c, étant 

C = 1/2, 
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a S3 



on en déduit 



n(X) = - ac + 2cc, — c, (m + ,) 4. i(c t y, 
ou, en substituant les valeurs, 

n (X) = - v/ 2 - (17^+2). 

Cette quantité se réduit à n (X) = — 28.87141 28588 a54 ; mais 
on verra qu'elle doit être employée dans notre équation avec le signe 
-K circonstance qui s'est déjà offerte, et qui s'explique en observant que 
la formule qui exprime la valeur de n (X) change de signe, en mettant à 
la fois — 9,jc et — <p..r à la place de et p.x, ce qui ne change rien à 
l'équation (2), par laquelle les coefficiens des fonctions 6x et ont été 
déterminés. 

Maintenant il s'agit, pour vérifier notre équation, de calculer les va- 
leurs des fonctions 4 S %, 4' s £, 4',i. Voici le détail du calcul des deux 
premières, en partant des valeurs logarithmiques trouvées art. 283 : 

Calcul de 4s* par la formule (II). 



u 

« v . . . . 



0 

u 

T5' ••• 



11 

50 • • • 



3) 



4) 



4S* * • • 



g. 25656 47910 3i 

9.62828 23955 i5 
9.60205 9991 3 28 

9.23o34 23868 43 
9. 25656 47910 3i 
8.82390 87409 44 

7.31081 5gi88 18 
9. 25656 47910 3i 
9>5563o 25007 67 

6. 12368 32106 16 
9. 25656 479 to 3i 
9.71917 55904 24 

5-°994 a i3g2o 7 
9.25656 4/9'° 3 
9.79594 55i75 7 

5) 4 I 4f)9 5 17006 7 



4.14993 17006 7 
g.25656 479» o 5 
ilf . • . 9.83712 91 io3 4 

6) 3.24362 56020 4 
9-25656 479 10 3 

jff . . . 9.8653o 14261 o 

7) 2.3654g ^191 7 
9-25656 479 «o ' 
9. 885 14 57427 5 

8) 1.50720 23529 5 
9-25656 4791 o 3 

... 9.89988 4847 1 1 

9) o. 66365 19910 8. 



iSJ 

S>5' 



• 7 

S4' * 



36.. 



2 8/ f FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 

1) = 0.16995 83o3a 95 5) = 0.00000 i4ia3 i54 

2) ao4 55774 094 6) 1752 56g 

3) i3 29484 292 7) 232 002 

4) 1 25724 927 8) 32 i52 
M. ... 16145 o5g 9) 4 610 

U = o.i 7 2i5 10161 3 22 ,0 ) etc - 773 
4,1... o.45p85 75636 893 M 16145 059. 

4j* = 0.28770 65475 571 

Calcul de par la formule (V). 

1) = 29.53915 76227 429 
B' o.5684i 5ao86 874 

28.9-074 24» 4° 555 

2) 82253 319 

28.97073 41887 236 

3) 66 

4'j£ = 28.97073 41887 170. 



1 


5.48829 78843 5o 


ur°' 9 


1.64648 93652 99 




9.82390 87409 44 


0 


1 .47039 81062 43 




6. 15819 i4d<>9 69 




8.75696 19513 14 


2) 


4.9i5i5 34322 83 




4.51170 an56 70 




9.39280 03690 20 


3) 88.81965 59169 7 3 



Pour trouver, enfin, la valeur de 4's» » on se servira de la formule (V) , 
qui offre la série la plus convergente pour ce cas particulier , où l'on a 

u = l ; cette formule est = 3 M ~ ^ — B' — U , 



it — 2 u ~ ^ _i_ 1 il _i. 6 _iAI *>•"•'* £ + etc ^ 

U — 5" l, + .o-. 7 + io.i5'a 7 + io.i5.ao'3 7 + etC V* 

On trouvera d'abord 

— B' = o.25a34 77335 416; 

ensuite, prolongeant la série U jusqu'au onzième terme, on aura les 
résultats suivans, à compter du premier terme marqué (a) : 
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2) = o.o35i7 55546 8) = 0.00001 5o53a 

3) 434 5a 1 56 9) 5 7 o33 

4) 100 5 1547 10) 20Ï76 

5) 29 28127 1:) 8489 

6) 9 68i5i 12) etc. 6166 

„ 7) 3 4%3o M TTêi^. 

M 2 10090 

U = 0.04096 98053 
0.25234 77335 

4' 3 i = 0.21137 79282 

On remarquera qu'à cause du peu de convergence de la série qu'on vient 
de calculer, la valeur trouvée de doit être à peine exacte jusqu'à la 
huitième décimale. Au reste, les deux membres de 1 équation à vérifier of- 
frent les résultats suivans, d'après les valeurs calculées : 

4'j£= 28.97073 41887 170 nX= 28.87141 28588 254 

4s* 0.28770 65475 571 4j» 0.45985 75636 893 

29.25844 07362 741 29.33127 04225 147 

>L',( 0.21 1 37 79282 |B' 0.28420 76043 43 7 

i ,r memb. = 29.04706 28080 2* memb. = 29.04706 28181 710. 

La différence ne se trouve que d'une unité dans le huitième ordre de dé- 
cimales, qui est le dixième chiffre significatif. Ainsi l'équation dont il s'agit 
a lieu exactement , conformément à la théorie ; les deux membres d'ail- 
leurs s'accorderaient entièrement en supposant 

= 0.21137 79181 o3i , 

valeur que Ton aurait sans doute obtenue en calculant la série dont elle 
dépend avec plus de termes et plus de décimales. 



â 36 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 



§ IX. Examen des propriétés de la même transcendante, en 
supposant successivement /* = 4 et fi — S. 

28g. Tous les calculs précédera ont été faits dans la supposition de 
a = 5; nous allons maintenant revenir sur nos pas, en réduisant l'é- 
quation primitive au quatrième degré ou même au troisième, c'est-à- 
dire en supposant successivement (x = 4 et /* = 5, mais en conservant 
toujours la même valeur de la fonction <px, savoir, <px = 1 — x». 
Nous formerons ainsi deux nouveaux systèmes, qui auraient dû être les 
premiers dans l'ordre de ces recherches , et qui offriront , comme le sys- 
tème de /* = 5 » nne iuBnité de manières de comparer entre elles les 

transcendantes 4-*' 

Pour établir l'équation fondamentale dans le système /x = 4 , nous 

,x = a, <px = 1 H — x -+- x , 

et alors l'équation (a) deviendra 

(. m -f-i , A 
» + — * + *y 

On remarquera que nous avons mis c + x à la place de c-f-c.x, qu'in- 
dique la formule générale; mais, dans le cas présent, le coefficient de 
x* devant être le même dans les deux membres, on aurait la condition 
( Cj )»— 1 , qui permet de prendre c,= 1. 

Il ne reste donc dans notre équation que deux coefficiens a et c à dé- 
terminer; pour cela, il faut supposer connues deux des valeurs particu- 
lières de x comprises dans la suite x t , x. , x it x 4 . Soient ces deux 
valeurs x = t , x = on aura , comme ci-dessus , les équations 



(D) 



> = (X — X.) (X — X % ) (* — *j) (X— X,). 



c + t = dk, A — În~+T ' 



d'où l'on tirera les valeurs 
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i — t . A/' — x'i 

a = , c = a\ - t = - 7 — r . 

Soit ensuite x* -f- px -f- q = o lequation qui a pour racines les deux 
autres termes de la suite x t , x t> x 3 , x 4 , et l'on aura, pour déter- 
miner p et q , l'équation 

d'où l'on tire 

9 = ^ - - rh [f te + ^ + <'> + 

L'équation à résoudre pour avoir les deux auxiliaires sera, par con- 
séquent , 

o = x* + x(=i±i + a* + ac + * -H ) -f- £=f! f 

et, avec les quatre racines ainsi déterminées, on formera le premier 
membre de l'équation (3). 

ago. Le cas le plus simple est celui où l'on suppose nulle l'une des 
données t et t' ; supposant donc t'^o, ce qui donne A'=i et a=c, 
on n'aura plus que la donnée x = t, qui devra être combinée avec 
les deux racines de l'équation 

o = *• + * Çi±l + „• + «+<)- (■ + S±i c ). 

Il faudra d'ailleurs substituer dans cette formule la valeur c = ^ t qui 
peut se mettre sous cette autre forme : 



(a 9 ) c es 



ra-f- 1 — I.— î + 



Avant de donner des exemples de ces formules, il ne sera pas inutile 
d'examiner la figure de la courbe représentée par l'équation (29), en re- 
gardant t comme l'abscisse et c comme l'ordonnée. 

291. Cette courbe, tracée fig. 5, n'a point d'asymptote verticale, 
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comme celle de la fig. a; en effet, le dénominateur m-f- i — t.^—-\-i t , 

dans lequel nous supposons m positif, ne peut se réduire à zéro, puisque 
ses facteurs sont imaginaires. 

A partir du point A, origine des abscisses, l'arc de courbe AC, di- 
rigé dans le sens des abscisses positives, se prolonge au-dessous de l'axe 
AC jusqu'au point C, dont les coordonnées sont AB = i , BC=i. En 
ce point la courbe est tangente à l'ordonnée CB ; elle se prolonge en- 
suite dans l'arc indéfini CKDEFG, dirigé tout entier dans le sens des 
abscisses négatives. Les points les plus remarquables de ce prolongement 
sont le point K, où l'ordonnée négative est un maximum, le point E, 
où l'ordonnée pareillement négative est un minimum, et les deux points 
D et F, situés, comme le point C, sur une parallèle à l'axe menée à la 
distance CB = i. On déterminera ci- aprt s la position des points K et 
E ; quant à celle des points D et F , elle se détermine par les valeurs 
de t qui ont lieu lorsque c = — i. Or, on a en général £ = c(A — i); 
taisant doue c — — i , on auia t = i — A, ou A = i — ( et 

>* = mZÛ~i = ( « — t)*. Supprimant le facteur • 

i +<. — — +t* 

a 

i — t relatif au point C , où l = i , il reste l'équation 

(i — 0 (i + t.?-±l + £•) = !_*. ^1 + c, qui , étant réduite 
et divisée par t , donne 

o = /• -f- t.^-^- — m 4- i. 

11 en résulte une racine positive t = a et une racine négative / = — €, 
dont les valeurs sont 

* = - (rj 1 ) + j - ,0 > - °' 565 9 6 555 99 455, 

C = --^ -f- | y/{ilim - io) = ?.. 18399 934*5 9 35; 

on connaît donc les abscisses des points D et F, savoir : Ad = a et 
A/= 

39a. Proposons-nous maintenant de déterminer la position du point K 
où l'ordonnée est un maximum, et celle du point E où l'ordonnée est 
un >mintmum; «est deux points sont en effet nécessaires à connaître , pour 



Digitized by Google 



TROISIÈME SUPPLÉMENT. 289 
fixer la limite des deux portions de zone dans lesquelles la oonstante du 
second membre de l'équation (3), a deux valeurs déterminées. 
L'équation (ag), rendue entièrement rationnelle , prend la forme 

o ss c«Q -h acP 4- Pf , 

dans laquelle 

Q s m 4- 1 — t . î- + p. 

Si on la différence en regardante comme constante, on aura une se- 
conde équation qui, combinée avec la première, produit le résultat 
suivant : 

o = (t* -f- H)« — aZ(i + P' — /*) + t % 1\ 
où l'on a supposé 

Z = ^-+? 4- 3mt - ml\ 

H = m -f- 1 + f-^ 2 )* -4-0»+ + 

C'est donc par une équation du huitième degré qu'on déterminera l'abscisse 
du poiot K, où l'ordonnée est un maximum, ainsi que celle du point E, 
où l'ordonnée est un minimum; mais comme il y a en même temps 
une autre inconnue à déterminer, on préférera la méthode suivante, 
qui parait exiger de moins longs calculs. 

aq3. Soit et l'abscisse Ak qui répond au point K, et £ l'abscisse Al du 
point L, où la courbe est rencontrée par la droite KL, menée parallè- 
lement à l'axe , l'équation entre c et t étant mise sous la forme 

o = + (c* -f- ac + ~- -) 

+ t [- à>.~- + (m-i)c 4- ,] 

4- c'(m + i) 4- 2c , 
le second membre devra être identique avec le produit 

(t + ou /» 4- (£ — a*) P + («t* — 2*C)t 4- ePff , 

ce qui donnera les trois équations 

!C - a* = c» 4- ac 4- — ^ 
«' _aa£ = - c'(^r-L) 4- ( m + i)c -f- 1 
a*€ == c» (m 4- 0 + ac> 
Tome III. 5 7 
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Oa voit donc qu'en faisant une hypothèse sur la valeur de c , les deux 
premières équations donneront les valeurs de et et € , et la troisième , 
qui devra pareillement être satisfaite» fera connaître si sa valeur suppo- 
sée est exacte , ou si elle a besoin d'une correction. Tel est le moyen 
par lequel on peut obtenir assez facilement les valeurs des trois quan- 
tités c, et , £. 

294. Après quelques essais, on trouve pour l'ordonnée du point K la 
valeur approchée c = — 1. 12089 6; cette valeur servira de première 
hypothèse pour calculer par son moyen les valeurs de a et C. On trouve 
d'abord 

c* = i.a564o 78428 16, 
(m-f- i)c = — 5.63729 565i 7 06, 

m ~ ' c* = 0.77650 275o5 92, 
m "^ - c* = 2.05291 oSç'l o8> 

ce qui donne les deux premières équations 

S — 2* = o.65a64 g85 15 66 = A, 
2<x£ = — 5.40579 84022 99 = — B, 

d'où résulte 

* = -y4-V'(^+f) = 0.87^96 7'85 9 85, 
£ = 2* H- A = — 2.58258 41995 56; 

ensuite, la troisième équation étant 

cl*€ = 1.82402 91868 16 = C, 
on en tire une seconde valeur de £, désignée par £', savoir : 
£' = £ = 2.58258 41777 85. 

La différence de ces deux valeurs £ — £'=0.00000 00217 $i n'est que 
de deux unités décimales du huitième ordre , qui est le neuvième chiffre 
significatif, erreur très petite et qu'on pourrait négliger dans la détermi- 
nation du maximum dont il s'agit. Mais pour obtenir un résultat plus 
exact, mettons c(i -f- «) à la place de c, qui désigne toujours 
— 1.120896? cette nouvelle valeur apportera dans les quantités A, 
B, C les incrémens suivans : 
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«fA = »(ac' -f- ac) = «(0.3710a 36856), 

<TB = û> [c* (m — 1) — (m -f- i)c] = «(5.i8o3o 11529), 
«TC := û>[ac*(m 1) -f- ac] =s «(5.88985 o3 7 36). 

Maintenant, si l'on diflerentie suivant la première et la seconde des 
équations D', on aura 

H — a<Ta = «TA , 
(2* — a£) «Ta — aaeTÉ = — cTB ; 

d'où l'on tire 

<Ta = ' ^"g — = «(o. 72333 5g3), 

= 2e f* -f- «TA = «(1. 71567 555). 

Si donc C continue de designer la première valeur trouvée 

a.38a58 41995 36, la seconde valeur corrigée sera €+u (1.7 1567 555). 
Nous avons appelé €' la valeur de € déduite de 1 équation a*€ = C ; 
une seconde valeur corrigée de C , que nous désignerons par C", se dé- 
duira de l'équation 

g = + \ c —)> 

quantité qui se réduit à €' -f- «(3.75956); on devra donc avoir 
l'équation 

£ -f- « (1.71567) = C -f- « (3.75956); 
et, parce qu'on a trouvé S — £'= 0.00000 00217 5i , il en résulte 

0.00000 0021*7 5l -, 
« SB Tjq — = O.OOOOO 0010643. 

Connaissant «, les valeurs corrigées de c, et, C seront, comme il suit : 

c = — 1. 120896 (1 -f- «) = — 1.13089 601 19 29, 
et = (0.87496 71839 85) [t 4- « (0.7 2a 32 5g3;] 
= 0.87496 71907 11, 

£ = (2.38258 4 ! 995 36) [1 -f- « (1. 71567 555)] 
= 2.58258 42178 04. 

390. Maintenant, une parallèle à Taxe menée par le point K est 
censée produire deux intersections au point K , où x = et , et une in- 
tersection au point L , où x = — C ; de H résulte l'équation 

37.. 
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2^* — ->J/£ = C, qu'il s'agît de vérifier par le calcul des fonctions 

4« et 

Calcul de -\<t par la formule ( 1 3 ). 



m 




• • • • • 


9 , 94 , 99 '7°" 3 9° 




7 . 0/} y 34 1 043 * 0 


a.» 




r» ifinn*! RR { 1 <f Hn 
9.70993 OO.jiq 00 




9.OO709 3"o33 O 


i* — i 


-a* 


n 68^ fin 58855 64 




/ 'ï t 0 . g\ — ^ 

U » OUJ • J IUJ7 J 






9-84384 79427 8a 


6 J 


0.0503D O70OI 2 


_ z 




9.tX>205 99913 20 




9.00709 00000 0 




0 


9 44590 79341 10 


7) 


9.912,2 00700 






9.68769 58855 64 


0.23078 07496 8 






9.42596 07522 7a 




9.OO7O9 00000 O 




a) 


8.55957 255i9 46 




9.92020 29009 






9.00709 ooodd 04 


°) 


0.04073 9001 1 4 






9 , y*'*.J f -j 








3) 


7.97966 21973 53 




9.93464 69534 






9.68769 58855 64 


9) 


5.46608 24401 






9.82390 87409 44 




9.68769 58856 




4) 


7.49126 68238 4 




9.94193 5483i 






9.68769 58855 6 • 


.0) 


5.09571 38o88 






9 .8685 7 91 358 6 




9.68769 58856 




5) 


7.04754 18452 6 




9.94776 03819 








») 


4*73117 00763. 



1) =s O.27919 5igi4 

2) 5627 20876 

3) 954 25oo6 

4) 309 93229 

5) 111 56856 

6) 4 2 69321 

7) 17 OI3 99 

8) 6 978.4 



0.52989 i63i5 



0.32989 i63i5 

9) 'a 92471 

10) 1 24656 

11) 53848 

12) etc. 40950 

U = 0.32994 28240 
41 = 1.25373 06248 

4« = 0.92378 78008. 
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Calcul de 4'6 par la formule (i5). 

€ 0.37704 82606 98 1) = 0.18137 43472 326 

u 9.62295 17393 02 a ) — a 7 34224 8^9 

" 4 9- 8,I 47 58696 5i 0.18100 19247 35 7 

9.82590 87409 44 3) ,5o4i 060 

1) 9.25833 63498 97 34288 417 

«* 8.n4 7 5 86965 10 4)— n3 780 

9.062,4 79067 49 

3) - 6.43524 2o53, 56 5) J5 

8.., 4 7 5 86965 IO 6) - g 

9.62737 67796 81 ÏT Z T. — — 

— — 'J¥l U = 0.18100 34175 623 

3) 4. 17727 84293 47 4'i s= 1.54969 62777 47 

8.1l475 86o65 IO — TT— 

9.76403 365oo 9 4^ = 1 .36869 *86o« 84 7 

?-Ll !L_ 34« = i.84 7 5 7 56oi6 

4) — 3.o56o6 57750 5 1 tlf > — — - 

8.-475 86^65 . *»—+'« = 0.4,888 ,,4,4. 

9.83705 35373 3 

5 ) 9-9978'' 80097 8 
8.11475 86965 I 
9.86343 50954 

6) — 7*97607 18017 

On voit par ce résultat que la quantité 34* — 4'^ ne diffère de la cons- 
tante 4' — ï 4' 5 = 0.47888 34859 435 que d'environ trois unités dans 
le septième ordre de décimales ; mais cette différence est visiblement due 
à ce que pour -calculer plus exactement la valeur de 4* il aurait fallu 
prolonger beaucoup au-delà du onzième terme le calcul de la formule (i3). 
On conclura de là qu'on doit avoir exactement 

34a -4^ = 4, -H'i; 

mais, de plus, il résulte des mêmes calculs qu'en supposant, comme cela 
est probable, la valeur de 4'£ exacte jusqu'à la douzième décimale, 
celle de 4* devrait être 

4«t = 0.92378 76730 64. 
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ag6. Pour déterminer le point E où l'ordonnée est un minimum, appe- 
lons y l'abscisse Ac de ce point, et A l'abscisse positive du point 0 situé 
sur la même parallèle a l'axe qoe le point E. L'équation entre c et t étant 
mise sous la même forme que dans l'art. 293, le second membre de 
cette équation devra être identique avec le produit (x -+- >)• (x — A) , 
ce qui donnera les trois équations 

a> - A = C + ac H f- , 

y — a>A = — c + (»>+ 0' + », 

y*X = — c* (m -f- 1) — ac. 

Apres quelques essais, on trouve y = 0.77769 5a et c = — o. 34a43 o5. 
Prenant pour hypothèse cette dernière valeur, on aura 

c* = 0.11725 8647* 3oa5, 
c (m 1) = — 1 • 1081a 83755 693 , 

c *0~"a~~0 = °'°7 2/ |6 S&K) 5 2494» 
c"(m -f- 1) = 0.57945 6g53 7 io38; 
les équations à résoudre seront donc 

<xy — A = A, A = i.o5o43 i636o 8oa5, 

y» — 2 >A = — B, B = 0.18059 8ao5o 94*5, 
y % \ =: C, C = o.3o54o 40462 8961. 

Les deux premières donnent 

y = 0.77769 5ao6o o35, 
A = o.5o495 87759 367, 
et une seconde valeur de A, déduite de la troisième équation, sera 

A' = o.5o495 87976 309; 
de sorte qu'on aura A' — A = 0.00000 00217 04 a. 

Pour faire disparaître cette différence, mettons c(i-f-ai) à la place 
de c, c'est-à-dire supposons que la valeur exacte de c est égale à la 
valeur provisoire — o. 34 243 o5, multipliée par 1 -f- «j nous aurons 

$ A = — « (o.45o34 3 7 o55 4) = a J'y — «TA , 

/B = *> (i.253o6 8o346 a) = (a> — aA)^ — a>/A, 

<TC = — w (0.07405 39074 a). 
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Les deux premières équations donnent 

J'y = ta (o.ai54i 576), 
«TA = « (0.881 17 5a2). 

Ensuite, de l'équation y'X = C, où l'on doit mettre y -f- S'y à la 
place de y, et C -f JC à la place de C, on tire une nouvelle valeur 
de A, savoir, 

ou 

A" = A' — «(0.40217 961). 

Four que cette valeur s'accorde avec la valeur corrigée A <fA ou 
A + «(0.88117 622), il faut qu'on ait l'équation 

» (i.a8335 483) = A' — A = 0.00000 00217 042, 
d'où résulte 

0» = 0.00000 00169 131 > 
donc enfin les valeurs corrigées de c, y , A sont 

c = — 0.34243 o5o57 912, 

y = 0.77769 52096 4^6» 

A = o.5o495 87908 292. 
Suit le calcul des fonctions -\>'y t 4 A. 

Calcul de ^'y par là formule (12). 



1) 

>«... 


9.89080 94238 485 
9.45404 71 192 4^5 
8.92081 87539 52 




5.82i63 66808 1 
9.45404 71192 4 
9.86148 84562 


»)- 


8.36567 52970 43 
9.45404 71 192 42 
9.61181 98286 


6) 


— 5.15717 22562 5 
9.45404 71192 4 
9.88582 30932 




7.33i54 22448 9 
9.45404 71 192 4 
9.75809 i4565 


7) 


4.47704 34686 9 
9.45404 7 1193 4 
9.90287 45097 


4)- 


6.54368 08206 3 
9.45404 7119a 4 
9.82390 87409 4 


8) 


3.83396 40976 3 
9.45404 71 193 4 
9'9 l5 48 992o5 


5) 


5.82i63 66808 1 


9) 


3.3o35o 11373 7 
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5.ao35o ii 373 7 
9.45404 71 193 4 



1.96970 90780 5 
9.45404 71 192 4 





9.92520 244 '3 




9.93917 87630 


.0)- 


2.58275 06979 1 
9.45404 7119a 4 

9.9329I I2609 


ta) 


— 1.36393 49603 9 
9.45404 7119a 4 
9.94437 47863 


») 


1 .96970 90780 5 


"3) 


o. 7 6i35 68658 3 
9.30491 45 






14) etc. 0.06627 i3. 


0> = 

a) — 


0.77769 52096 466 
i843 6364o 753 


9) 


0.76110 96461 3i8 
1597 7 32 


3) 


0.75925 88446 713 
214 55678 io3 


,0) 


98059 040 
— 38a 6o5 




0.76140 44 I2 4 8°6 
34 06880 736 


»0 


97676 435 
93 a63 


5) 


0.76105 47 a 41 °7<> 
6 63 188 074 


,2) 


97769 698 
— a3 064 


6)- 


1 3714a 061 


«5) 


97746 634 
5 772 


7) 


0.76110 73289 583 
29994 558 


97752 406 
14) etc. — 1 i65 


8) - 


0.76m 03284 14 1 
6822 823 

0.76110 (.6461 3i8 




= 0.761 10 97751 241. 



Calcul de par la formule (12). 



1) A 9.70325 5937a 36 

X* 8.51637 96861 80 

8.92081 87539 5a 
— 

a) 7.14035 43775 68 



7»ï4o35 43773 68 
8.51627 96861 80 
9.61 181 98286 

5) 5.a6845 58921 5 
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5.36845 38931 5 i.883oi 34619 5 

8.51637 96861 8 8.51627 96861 8 

9.75809 i4565 9.86148 84563 

4) 3.54283 5o348 3 6) 0.36078 !6o43 3 

8.51637 96861 8 8.5i63 7 96861 8 

9.83590 87409 4 9.8858a 3o 9 3a 



3 97 



5) i.883oi 34619 5 7 ) 8.66288 4383 7 1. 

1) = o.5o495 87908 392 4a = o.5o635 92134 483 

3) i38 i5no 908 3 4'> = 1.53321 95503 482 

3) 1 85546 981 3.os85 7 8 7 636 965 

5) 7 6 386 4<-Hï4i= a.0285 7 8 7 636 905. 

6) 1 8 3 5 

7) 46 

4*... o.5o635 92134 483 

Par le résultat de ce calcul, on voit que la somme *-\,'y -f. 4A approche 
beaucoup de la constante connue 4 1 + { 4'£> la différence n étant que 
de six unités dans le douzième rang de décimales, c'est-à-dire dans le trei- 
zième chiffre signiâcatif; on a donc exactement au point E, où l'ordonnée 
négative est un minimum, 

24'> + 4A=4.+i4'i. 

297. Maintenant il est aisé de voir que pour qu'une parallèle à l'axe 
rencontre la courbe en trois points dont les abscisses seront les variables 
des trois fonctions dont la somme compose le premier membre de l'équa- 
tion (3), il faut que cette parallèle tombe dans la zone comprise entre les 
deux parallèles à l'axe menées par les points E et K. Cette zone se divise 
en deux parties, qu'il faut considérer séparément, savoir, i c . la partie su- 
périeure comprise entre la parallèle EO, menée par le point du minimum, 
et la parallèle FC, menée à la distance CB égale à l'unité ; 3". la partie 
inférieure comprise entre la même parallèle FC et la parallèle LK, qui 
passe par le point K, où l'ordonnée est un maximum. 

Dans la première partie , toute parallèle à l'axe menée entre les deux 
parallèles EO, FC, rencontre la courbe en trois points, dont les abscisses 
servent à former trois Jonctions dont la somme est égale à la constante 
4 1 4- "S 4' 7î mais il faut distinguer deux cas, selon que la parallèle 
Tome III. 38 
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passe au-dessus ou au-dessous du point I, pour lequel on a x = o et 

c = — ( m ~ ') ' ou Al = m —-^— ■ Si la parallèle est menée entre les 

points E et I, on aura aux points d'intersection une abscisse positive 
x •=.<*. et deux abscisses négatives x = — € , x = — y, au moyen des- 
quelles on formera l'équation 4« -+- 4'^ + 4> = 4 » + ï 4' Si ,a 
parallèle est menée eutre les points I et D, les intersections donneront 
deux abscisses positives x = a, x = € et une abscisse négative x = — y, 
d'où résultera l'équation 4* — 4^ 4'> = + ï 4' »! et '* 0n 
peut remarquer que ces deux équations s'accordent avec la loi de con- 
tinuité, car si 6 devient — £, 4^ deviendra — 4'£> et réciproquement. 

Dans la seconde partie, toute parallèle à l'axe menée entre les deux 
parallèles FC , LK. donnera lieu à trois intersections , dont deux auront 
les abscisses positives x= et, x = € , et la troisième l'abscisse négative 
je = — y ; alors l'équation des fonctions sera 

4* ~ f™ 4^ — 4'^ ^— 4^ — ™ ■» 4' ^* 

Elle se vérifie sur la ligne FC, où l'on a 4AB-f-4At/ — 4'A/==4 1 — ry's, 
ou 4'A/ — 4 A<f=j4 f i> et sur ''6 ne ^K, oa *' on a ^4 Aà — 4' A ' 
=4 — 1 T 4' 3* 

298. Les exemples précédons sont relatifs à trois fonctions seulement, 
dont une prise arbitrairement, les deux autres étant déterminées par 
les abscisses des points d'intersection d'une même parallèle à l'axe avec 
la courbe tracée dans la fig. 3. On peut satisfaire ainsi d'une infinité 
de manières à l'équation (3), dont le second membre sera toujours égal 
à Tune des constantes 4* ■+• ï4's» 4 J — ï4'3- Ces solutions sont 
toutes fondées sur l'équation (29), où nous avons supposé m = \/5 ; 
mais on peut aussi supposer m = — }/5 , et l'on aura une seconde 
équation représentée par une courbe différente de la fig. 5, et qui don- 
nera pareillement naissance à une multitude infinie de nouvelle solu- 
tions. Ces deux combinaisons ne donnent cependant qu'une partie infi- 
niment petite de toutes les solutions qu'on peut obtenir dans le système 
de jt* = 4 , où l'on peut prendre à volonté deux valeurs de x désignées 
ci-dessus par jc= t et x= car ces deux valeurs, jointes aux deux 
autres qui en sont déduites au moyen de l'équation x*— px -^-q = 0 , 
serviront à composer d'une infinité de manières quatre fonctions 4< r on 
4'x dont la somme sera égale à une constante connue. Nous nous 
contenterons d'ajouter ici un exemple de ces solutions, dans lequel le 
premier membre de l'équation (3) sera composé de quatre fonctions. 
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Reveuant donc à l'art. 389 , et prenant ponr exemple des calculs qui 
y sont indiqués, les valeurs /==',<' a= — 1 , nous aurons les deux 
équations 

c + I = «A, A = =0.^7801 98448 776, 

log A ss 9.t>7944 59aG(i 162, 

c - 1 = a*', X'= =3.70245 9>756 435, 

log A' as 0.56849 02783 319; 

de là résulte 

a = — 7^™;' ( — rt ) — 9-66765 70494 i5i 

A 9*67944 5ç)266 162 
«A = ~ 0.22237 547i5 4^5, log ( — «A) = 9.34708 29760 3i3 
c = — 0.72237 34715 425, log ( — c) =9.80876 i-885 592. 
I^s formules de l'article cité donnent 

m 

!'=—-- ™ ~ a > 
<j = ya* — ne* ; 
et en substituant les valeurs 

c* — o.52i8a 34525 884 
a* = 0.31640 83933 818 

on aura 

p — 0.1 io3o 45619 533, 
q ss — 0.61 o83 00800 l52, 

— 9 = 0.61587 1 854i IOl5, 
et la résolution de l'équation x m — px 4-9 = 0 donnera 

x = db 0.78549 97473 58o5 
o.o55i5 52809 7665; 

de sorte qu'on aura les deux racines .r = C , x = — a , savoir : 

g = o.83865 20285 547, log £ = 9.92555 180 16 846, 
et = 0.72854 7 4665 814, log * = 9.86333 86i38 356. 

Maintenant il faut calculer les deux fonctions 4'*» +£• 

38.. 
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Calcul de 4'* 


OL • • » • 


9.86333 861 38 336 


-S 


9.31169 30691 68 




8.92081 87539 5a 


2) — 


8.09485 04369 54 




9.31169 30691 68 




9.61 181 98286 


5 ) 

/ 


7. 01 836 33347 22 


9>3i 169 30691 68 




9.75809 i4565 


4) — 


6.08814 78603 9 




9.3i 169 50691 7 




9.82390 87409 




5.22374 96704 6 




9.31169 30691 7 




9.86148 84562 


6) - 


4.39693 n 9 58 3 




9.31169 50691 7 




9.88582 30932 


7) 


3.59444 73582 




9.31169 30691 7 




9.90287 45097 


8) - 


2.80901 49370 7 




9-3i 169 30691 7 




9.91548 99205 


9) 


2.03619 79267 4 




9.31169 30691 7 




9.92520 244>3 



1) a = 0.72834 74663 814 

2) — 1244 08609 758 

0.71590 66o54 o56 

3) 104 31898 o65 

o-7 l6 9f 979^ 121 

4) — 12 a5o33 204 

0.71682 72918 917 

5) 1 67597 771 

0.71684 4 0 ^ , 6 688 

6) — 34941 995 

15374 693 

7) 3 9 5o 496 

i93o5 189 

8) — 644 191 

18660 998 

9) 108 69 2 
18769 690 

10) — 18 754 

11) etc. -f- a 7C0 

4'a = 0.71684 18753 696. 



Calcul de 4^ par la formule (12). 

1) € 9-92558 18016 846 8.46a5o 90640 60 

9.61790 90084 25 9.61790 90084 25 

8.92081 87559 5a 9.61 181 98286 

a) 8.46a5o 90640 60 5) 7.69205 84010 8 
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7.6qao3 84010 8 


4.54716 86386 




9.61790 90084 3 


9.6179O O0084 




9.75809 i4565 


9.92520 244l3 


4) 


7.06803 88660 0 


10) 4.00028 00783 




9.61790 90084 2 


9.61790 90084 




9.82390 87409 


9.95391 12609 


5) 


6.50985 66i53 a 


II) 3.64110 03476 




9.61790 90084 a 


9.61790 90084 




9.86148 8456a 


9.93917 87630 


* 


5.q8q25 4<>7QO 4 


13) 3. 19818 81 iqo 




9.6179O 9OO84 2 


9.61790 90084 




9.8858a 3og33 


9-94457 47863 


7) 

* * 


5.49398 6i8i5 6 


i3) a. 76047 101 37 




9.61790 90084 a 


9.61790 90084 




9.00287 45oQ7 


q. 04875 256os 


8) 


5.oi3 7 6 96996 8 


14) 3.33713 34823 


. 


9.61790 90084 a 


9.61790 90084 




9.91548 99ao5 


9.95349 i3i 9 4 


9) 


4.54716 86386 


i5) 1.89753 38ioi. 


0 = 


= 0.83865 3oa83 347 


9) 35s5o 772 


a) 


3899 40954 344 


10) i33io 634 


•v 


oS<Xr\A tfi/. 

<49 UOJl)£( 


11; 4 3 7° 


4) 


Il6 9604° 56<) 


12^ l5*?8 în*! 


5) 


33 34868 384 


•3) 576 066 


6) 


9 75560 3l3 


l4) 313 3oO 


7) 


3 11 161 733 


i5) 78 983 


8) 


1 03331 389 


16) etc. 46 760 




O.87419 90394 443 


5443o 133. 




54430 133 





4$ = 0.87430 44834 565 



Maintenant nous ayons les quatre fonctions 
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4'a = 0.71684 i8 7 55 696, 
4^ = 0.87420 44824 565, 
4î = o.5oi3i 90536 614, 
-j'i = o.g3885 i43g4 40, 

au moyen desquelles on composera la somme 

4'« 4- — 4i + 4'i = 2.0285- 87636 047. 

Le second membre est à très peu près la valeur connue de la constante 
4 1 -f- j 4' ? > ainsi l'on aura exactement l'équation 

4<« + 4e _ 41 + ^ t = 4, + 14'!. 

21)9. V r cnons maintenant au système le plus simple de tous , celui de 
M = 3 ; alors on devra supposer constantes les fonctions Ô.r et 0,x, ce qui 
donnera à l'équation (2) la forme suivante, 

où l'on voit que le terme ,r s devant être le même dans les deux membres, 
il faudra faire a = 1 ; ainsi il ne restera plus à déterminer que le coefficient c. 

Pour cela, il faut supposer qu'un terme de la suite ac„ x„ x„ est 
donné et désigné par t , et que les deux autres sont les racines de l'équa- 
tion jc* — p,r-^-fj = o. Ainsi le premier membre de l'équation (D') devra 
être identique avec le produit développé (jc — t) (x* — -par -f- q), ce qui 
donnera les équations de condition 

qt = 1 — c. 

On en déduit d'abord la valeur de c en fonction de /, savoir, 

(m + 1 \ 
1 + i + r) 



-{--) 



Cette équation , où l'on considère c comme l'ordonnée qui répond à 
l'abscisse t est celle de la courbe tracée dans la lig. 4 » à l'instar de 
celles qu'on a déjà construites pour les cas de ft = 5 et j« = 4. 
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Si l'on prend dans le sens des abscisses positives AU = i et dans le 
sens des ordonnées positives Aa = i , la courbe passera par les deux 
points B et a. Si ensuite on prend AD = AC = m — i , et que par les 
points C et D ainsi déterminés on tire la droite indeGnio FDCH , cette 
droite sera une asymptote vers laquelle convergeront de chaque côté les 
deux branches MBG , Mmx, dans lesquelles il faut remarquer particu- 
lièrement le point M où l'ordonnée est un maximum, et le point R, 
où elle est un minimum , les abscisses de ces points étant à peu près 
/ = 0.29885 et t = — 0.89647. 

La courbe dont nous venons de déterminer les points principaux , et 
une courbe de même nature qu'on décrirait par l'équation (3o), en 
changeant le signe de m, sont destinées à représenter toutes les solutions 
réelles dont l'équation (5) est susceptible dans le système de ja = 3. 

En effet, si l'on prend à volonté une valeur de l'ordonnée c comprise 
entre le minimum Kk et le maximum Mm, la droite PQR parallèle à 
l'axe , menée à la distance c , rencontrera la courbe en trois points P, 
Q, R ; si la distance c est moindre que Aa = 1 , les abscisses de ces 
trois points seront l'une positives , t = * , les deux autres négatives , 
/ = — C, t = — y, et l'équation des fonctions sera 

4' 7 4- _ 4« = C. 

Si la distance c est plus grande que Aa , il y aura toujours trois in- 
tersections; mais deux seront dans le sens positif t = a, t—Ç, et une 
dans le sens négatif, où l'on aura t = — y; alors on aura l'équation 

4'> — 4^ — 4* = 
L'étendue des solutions réelles dépend, comme on voit, de la position 
des points M et R ; c'est pourquoi il importe de déterminer ces points avec 

de 

toute la précision nécessaire. Et d'abord, en vertu de la condition ^ =0, 

commune aux deux points M et K, on aura l'équation 

o = f 4 — (m — 1) / 3 -+-(/» -f-i)/*-f- (m — m-f-i, 

dont une racine positive donnera l'abscisse du point M , et une racine 
négative celle du point K. Mais comme on a plusieurs élément à déter- 
miner dans chaque cas , il convient de considérer les choses sous un autre 
point de vue. 

L'équation entre t et c, qui n'est autre chose que l'équation (3o), peut 
se mettre sous la forme 
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Appelons et l'abscisse du point M, et — G celle du point U, situé sur 
la même parallèle à l'axe que le point M ; cette équation devra être iden- 
tique avec l'équation o = (t — «)• (t -f- 6); ainsi on aura ces trois équa- 
tions pour déterminer c, a , C, 

6 - 3* = -f- c = A, 

3 x€ - a- = c -h = B, 

*•£ = c — i = C. 

3oo. Supposons, pour première hypothèse, 0=1.21910 a, on 
ti-ouvera 

A 1.83715 59887 5, 
B = 1.37148 o46o5 o3; 

et comme les deux premières équations donnent 

— WCi+D- 

on en tire 

«=0.29985 3645i 855, 
C = ut 4- A = 2.43684 52751 21. 

On a ensuite la troisième équation &*€ = c — 1, qui donne une seconde 
valeur de 6 que nous désignerons par €', savoir : 

C = ^ = 2.45684 5 7 4f 7 9*6. 

Il en résulte la différence €' — 6 = 0.00000 04696 706 , qu'il faut 
faire disparaître par une nouvelle hypothèse. Mettons pour cet effet 
c ( 1 -f- ai) à la place de c, nous aurons les incrémens 

S A = et* = £0(1.21910 2), 

<TB =ïî^pic» = a (0.75344 64717), 

<TC = cù» = «(1.21910 2); 

d'où résulte 

tf£ — 2<T* = û> (1.21910 2), 
(2C — a*)tT«-r-3a^ = /» (0.75544 64717), 
«Ta = w (0.00408 21 5), 
«f£ = « (1.22726 45), 
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La valeur de C est donc € -f- «(1.22726 43). 

Mais en faisant varier et, Ç et C dans l'équation = on en 
tire une nouvelle valeur de £ que nous désignerons par savoir : 

ou 

S" = É 4- 0.00000 04696 706 H- «(13.49245 4). 

Égalant cette valeur à la valeur C -f- «(1 .22726 43), on aura pour 
déterminer « l'équation 

o = 0.00000 04696 706 -f- «(i2.265i8 97); 
d'où résulte 

« sa: — O.OOOOO 00382 93; 
donc les valeurs corrigées de c, « el sont 
c = 1.21910 I9533 17 , 

a = 0.29985 3643o 523, logée aa: 9.47690 93296 094, 
€ = 2.43634 32281 254, logC sa o. 58682 75901 818. 

Il faut maintenant calculer les valeurs des fonctions 4* et 4'6. 

Calcul de 4* par la formule (13). 

1) «... . 9.47690 93296 094 1) a = 0.29985 3643o 525 
a*.... 7.38454 66480 47 2) 6 05723 930 

8.92081 87539 52 3) 6 0O 677 

2) 5,78227 47316 08 4) 855 

7.38454 66480 47 4* = °'2999» 4*755 765. 

9.61181 98286 

5) 2.77864 12082 55 
7.38454 66480 47 
9.75809 i4565 

4) 9-9 2,3 7 9 3ia8 

Calcul de par la formule (16). 

Js=tt... 9.61317 24098 182 0 = o-i7525 37645 652 

2) — 23 553oo 090 

M* 9.80658 62049 Ogi 

\ 9.82590 87409 443 °' 17501 ^ 

1) 9.24366 7 3556 716 
Tome III. 5g 
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9.24366 73556 716 




0.17501 84345 56* 


ir . ... 


o.oojoo 20490 91 
9.0021 y ,9007 ^19 




II OO9 

95955 l32 


a) - 


6.37167 73n5 11 
8.o6586 20490 91 


4) - 


78 471 






95876 659 




9.02727 "779° 


5) 


6i3 




4.06481 61403 8 


s* \ 

0) 


— 5 




0 • ouoou au /j yu y 


u 












4)- 


1 .89471 08394 6 




— 1 . 37467 66900 ao3 




8.o6586 20490 9 




s=o.59f)82 855 11 53o 




9.82703 35373 2 


4'e-24« 


=0.77484 8i388 673. 


5) 


9.78762 64*58 7 







On voit par ces valeurs que la constante égale à 4'6 — 24» ne diffère de 
la constante connue { 4'« <I ue ue six unités décimales du douzième ordre ; 
on a donc exactement, comme nous l'avions annoncé, l'équation 

4'€ - 24* = W*- 

3oi. U faut maintenant déterminer le point K où l'ordonnée est un 
minimum. Supposons qu'à ce point on ait t = — a , et que la parallèle à 
l'axe menée par le point K rencontre la courbe en un point L dont l'abs- 
cisse t = C , alors il suffira de changer les signes de a et C dans les trois 
équations qui déterminent le point du maximum, et l'on aura pour dé- 
terminer le point du minimum les équations 

m m I 

* — C = " Hc, 

o TYl — I m I 

>aC — «' = C H , 

2 2 ' 

a*£ = a — c. 

Pour cet effet, nous allons nous servir d'une méthode de solution plus 
simple que celle dont nous avons fait usage pour la question du 
maximum. 

Et d'abord il convient d'éliminer c de ces trois équations , ce qui 
donnera les deux équations à résoudre 
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3 « _ € + et* = !2L±I, 
aa£ — et» — — (a* — €) = m — a. 

Supposons qu'on connaisse les deux valeurs approchées et = 0.89647 , 
£ = 0.89085, la substitution de ces valeurs donnera 

2 * + = ?L±2_D, D' = 0.00000 48487 5, 

2a£ — ef — ^LZlQ ( 2flt — £) = m — a — D', D' = o. 00000 8iao3 1. 

Pour faire disparaître les différences D et D' f nous mettrons et (1 -f- x) à 
la place de et et 6(1 -f-7) à la place de £, et il faudra satisfaire aux 
équations 

(aee -j- 3a*£) x — (£ — a'€) j = D , 
[aetC — 3 «' — (m - 1) et] x + (a« C + ^L^pJ S) r = D' , 

qui, en substituant les valeurs numériques, deviennent 

(3.aa48i 8a8) x — • (0.17491 086)7 = D » 
(1.11817 418) x — (3.14781 618)7 = — D'. 
On en déduit les deux suivantes , 

x -— (o.o5423 90)7 = 0.00000 i5o55 7, 
x — (1.9308a 45)7 = — 0.00000 726a! 2, 

et enfin 

x = 0.00000 17582 8, 
y = 0.00000 4696' 1 » 
de là les valeurs corrigées 

et = (0.89647) (1 + x) = O.89647 15762 45, 
£ = (0.89085) (1 + y) = 0.89085 4i855 3; 
on aura en même temps l'ordonnée minimum 

c = aa — € — (- ~) = o.384o5 498(13 10. 

Voici maintenant le calcul des deux fonctions 4'«> 4*»» ou ^ ùa remar- 
quera que la précision n'a été portée que jusqu'à la huitième décimale 
au plus, à cause du peu de convergence des séries employées dans ces 
calculs» 

39.. 
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Calcul de 4'« P ar formule (i4). 



« g.95a53 65a4a 655 

a 5 9.76268 3621 3 275 

i-h<t 8 .. 0.19838 56178 85 

« 9- 56 4 2 9 9° o3 4 4 2 

1) 9.91285 98006 884 
9.06694 67896 5 

2) 8.54410 55937 6 
9.56429 90034 4 
9.66617 749°9 4 

3) 7.77458 20881 4 

9.56429 90034 4 

9-79' 5 ' 5a "9 

4) 7 .i3o39 63o34 8 
9.56429 90034 4 
9.84804 24207 

5) 6.54273 77276 a 
9.56429 90034 4 
9.88037 38oo4 

6) 5.9874» o53i4 6 
9.56429 90034 4 
9.90133 525g4 

7) 5.453o4 47745 o 
9.56429 9 oo3$ 4 

G._ rr r- fr £*_ 
03 09337 

8) 4. 9 555 7 97334 4 
9.56429 90034 4 
9.92691 95822 

9) 4.42459 81190 8. 



4.42459 81190 8 
9.56429 90034 4 
9.93530 27682 

10) 3.92419 98907 2 
9.56429 90034 4 

9 -94'9 5 9 58 99 
1 0 3.43045 82840 6 
9.56429 90034 4 
9.94757 52416 

12) 2.94213 05291 
9.68892 60 

i5) etc. 2.65io5 65. 

1) s 0.81820 o6i32 85 

2) 35oo 50262 55 

3) 595 08922 68 

4) i35 01944 o3 

5) 54 89295 32 

6) 9 7'427 81 

7) 2 8382i 16 

8) 85778 75 

9) 26582 64 

10) 83g8 46 

11) 2694 38 
13) 875 a5 
i3) etc. 4 3 7 62 

4'* = 0.86099 i6565 48 
2^'a 1.72198 53i26 96. 
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Calcul de ^€ par la formule (i 3 ). 

* 9-949ÔO 66*38 aa8 5.5o383 08660 

& 9-749° 3 5 "9« '4 9-64337 47209 

— 9.64337 47308 76 9.95464 69554 

«* 9.83118 7 36o4 38 9) 5.o8o85 354o5 

°-4 9.6oao5 99915 38 9.64357 47309 

1) 9.43334 7 35 17 66 9.94195 548 5 1 
" 47308 76 10) 4.G6516 37445 

9.43596 87533 73 9.64357 47309 

2) 8.49159 08049 14 9.94776 05 819 
9.64357 47208 76 11) 4.35529 78471 
9.75259 575 98 35 9.81302 555 

5) 7.86655 9 38j6 i5 13) etc. 4.o6 7 5s 54. 
9.64357 47208 76 

9.83390 87409 44 1) = 0.36D00 09017 5i 

4) 7.55264 27474 55 a) 3ioi 63582 97 
9.64337 47308 76 3) 755 13177 34 
9.86857 gi558 6 4) 3i5 ion5 71 

5) 6.84559 6604. 7 g J 7584: 5o 
9.64357 4 7! oB 8 -J «4M s. 
9.89512 ioo 7 5 " 

: o) 3 19039 53 

6) 6.58109 33835 5 9) , ao46a 68 

9.64257 47308 7 10) 46355 43 

9.912 72 60760 ,,) l8ooi o5 

7) 5.95619 5i 79 3 a la ) etc - 11676 79 

9.64357 47308 8 Us o.5o65 9 54595 32 

9.9^26 29659 i.355 7 5 06248 17 

8) 5.5o383 08660 4£ s 0.94715 5i85 a 95. 
Il soit de ces calculs qu'on a 

4<» = 0.94715 5i85s 95 

34'a = 1.73198 33i36 96 

a-\>'a — = 0.77484 81274 01. 



5o9 
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3 , o FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

Comparant le second membre à la constante connue 

±4' 5 = 0.77484 8i388 735, on voit que la différence n'est que d'une 
unité décimale du huitième ordre, degré de précision qui n'aurait pu 
être passé qu'en calculant un plus grand nombre de termes des for- 
mules (i5) et (14). Ainsi l'on doit regarder comme suffisamment éta- 
blie l'équation 

a-sj/a — 4* = ï4' î* 
3oa. Si nous revenons maintenant à l'art. 2gg, nous voyons que toute 
parallèle à l'axe, telle que PQR, menée à une distance c plus petite que 
Art = 1 , donne lieu à trois intersections , dont deux dans le sens négatif 
et une dans le sens positif, lesquelles satisferont en général à l'équation 

4'/- + 4'é - 4* = H4- 

En effet, celte équation , appliquée à la parallèle qui passe par le point K, 
se réduit à l'équation précédente n\'a. — -\C = \ V - a - Si la parallèle 
passe par le point a , on aura 6 = o , et l'équation des fonctions sera 
simp . e n,co. ^ _ +a = H ,, 

En effet , dans le cas de / = o ou c r= 1 , on a ( article 298 ) 
p = - 1 -('"7 , ) = -C 7, 2 -)' 9 = -(m-i), et l'équation à 
résoudre est x* — ^* ' x — m -f- 1 = o , d'où l'on déduit les deux va- 
leurs x=«, x = — 7, «voir: x = =p (— ^) -f- Ji/(i8m — ,0). 

Ces valeurs sont comprises dans le tableau de l'art. a54 , où l'on trouve 
l'équation 4'> — 4 a — conforme au résultat précédent. 

Enlin , lorsque la parallèle PQR s'élève au-dessus du point A , on a deux 
abscisses positives x = ol, .r = £, et une abscisse négative x = — y, les- 
quelles donnent l'équation des fonctions -i/y — 4* — 4* = » 4 » équa- 
tion qui , au point du maximum M , devient 4'> — a 4 a — • 4'o » comme 
nous l'avons trouvée sous une autre dénomination. 

Il suit de tout cela que la même cousUate C = ±4'? règ" 6 dans 
toute l'étendue de la zone comprise entre les deux parallèles à l'axe 
qui passent par les points M et K du maximum et du minimum, mais 
que l'équation des fonctions subit une légère modification dans le signe 
d'un de ses termes quand la parallèle passe de la région supérieure de 
la zone à la partie inférieure. 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 



3n 



§ X. Formules pour la comparaison des mêmes transcendantes, 
dans les systèmes de p = 6 et f* - -7. Autres formules ré- 
sultant ét une seconde manière de partager <px en deux 
facteurs. 

3o3. Jusqu'ici nous ayons développe quelques-unes des formules re- 
latives à la comparaison des fonctions ^x dans les systèmes de f* = 3, 
p = 4 et (4. = 5 ; ces recherches peuvent être continuées à l'infini , 
mais nous nous bornerons à établir les formules qui se rapportent aux 
systèmes de fi. = 6 et p = 7 , et nous considérerons particulièrement , 
comme nous l'avons fait jusqu'ici, le cas le plus simple, c'est-à-dire 
celui où il n'y a que trois transcendantes comprises dans le premier 
membre de l'équation (3). 

Supposons d'abord qu'on ait j* = 6, c'est-à-dire que chaque membre 
de l'équation (3) soit un polynôme en x du sixième degré; il faudra 
prendre 

&r = c -f- c,x + x% <p x x = 1 + x.— — -f-*', 

9,x=a + a,x , <p^r = (1 — x) (1 — x.— pi -f- a:'), 

et l'équation (a), à laquelle il faut satisfaire, sera 
(c + c,x H- *•)•(,+ x.?i±:+x')j 

— (a+a t xy(\— x) (1— x.—^-j-x^ 



=:(x—x,)(x—x*).:(x—x,). 



Puisqu'il y a dans cette équation quatre coefficiens indéterminés a, a x , 
c, c,, il faudra supposer connus quatre termes de la suite x, , x t , 
x s ....x,, qui seront désignés par x-=t, f, t"', et l'on en déduira 
l'équation o = x* — px -f- q , qui contient les deux autres racines ; ces 
six valeurs de x seront les racines des fonctions -^x ou 4/x , qui compo- 
seront le premier membre de l'équation (3). 

Soit donc x — t, et l'on aura l'équation de condition 
c + c t t + /' = (a + «,<)A, 

dans laquelle 



5ia FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 

On aura trois autres équations semblables en mettant successivement tf t 
t", t m à la place de t, et, au moyen de ces quatre équations linéaires, on 
déterminera les quatre coefficiens c, c,, a, a t en fonctions des quantités 
connues t , t', t", t"'. 

Soit ensuite (x— f)(x— <*)(.* — t")(x— t' n )=x*—Ax i +'Rx M —Cx+Di 
il faudra que la quantité 

(c+Cl x + xT(«+x.^+x.)-(a + a ,xv(,_x.^+x.!!i±i_^), 

développée suivant les puissances de x, soit identique avec le produit 
développé 

— Ax 3 H- B.r' — Gr 4- D) (x* — j>x + 7) ; 

ce qui donnera pour déterminer p et q les deux équations 

P H- A = — ^ (m 1) — ac, — a\ , 

y _|_ / ,A + B = i + ac4-c*,-t-(w- r -i)c 1 — (^ill)a», + aoa,, 

l'une des deux pouvant être remplacée par l'équation 

qV = c* — a*. 

On connaîtra ainsi les deux fonctions qui doivent se joindre aux quatre 
fonctions données pour composer le premier membre de l'équation ^5). 

Ce résultat, pour un même système de quatre racines données t, t 1 , 
i\ t m , est susceptible de a 3 ou huit formes différentes ; car , à l'excep- 
tion de la quantité A, dont le signe est indifférent, puisqu'il est lié à 
ceux de a et a t , qu'on peut changer à volonté , les trois autres quan- 
tités analogues A', A", A'", qu'on peut prendre avec le signe -f- ou avec 
le signe — , donnent huit combinaisons: on obtiendra donc en général 
huit solutions, et ce nombre serait doublé si l'on donnait successivement 
à m les deux valeurs -f- et — \/5. 

3o4- Telle est la solution générale du problème où l'on prend arbi- 
trairement les quatre quantités t, t!, t'" ; mais nous nous bornerons 
à développer le cas le plus simple, celui où de ces quatre quantités 
trois sont égales à zéro. Alors on a l'équation 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 3i3 

où l'on peut négliger les x*, et par conséquent mettre 1 à la place de 
— x 5 ) ; de sorte qu'en égalant à zéro les coefficiens des trois pre- 
mières puissances x°, x\ x*, on aura trois équations , d'où résulte 

a = c, 

—(tt 1 ) (' ~ c) ' 

rt,= c — \ {m ~ i). 
Ces valeurs étant substituées dans l'équation 

c + c,t -f- = à(<z -h a,/), 

on en tire 

m — i /m — 1\ 

c ^ —"-(—)'+'• 

ou, en faisant passer l'irrationnelle au numérateur, 

< -J- (3 — m) < — (m — i) f ± y/{\ — f 5 ) 
m — i — (3 — m) t — t* 

Le dénominateur de cette formule s'évanouit pour les deux valeurs de t 
déjà connues 

t = _ ( 3 -^) + V /( 5 -^) = o. 79 36o 44933 = * , 

t = — (Lz^) — = — ' -55 7 55 65j58 = — C. 

Ces valeurs cependant ne rendent pas c infini , car la formule étant écrite 
ainsi , 

r -4- , — I/O-* 5 ) 
~ m — i — (3 — m)/ — i»' 

on voit que le numérateur m(i — V)zkiy/{\ — fi) f pris avec le signe 
inférieur, s'évanouit lorsque t = et, et qu'avec le signe supérieur il s'é- 
vanouit encore lorsque t = — €, ce qui résulte de l'équation identique 

(i — *)[(i +«)m + < 1 +5«+ ■] — — 5* — 0 

= [m (,-/•) + ✓(. - /»)] [m(i - <•) - ✓(! - *)]. 

On peut donc mettre c -f- i sous cette forme 

Tous III. 4o 
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3i/ f FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 

(, _ t ) [( t 4- Q m 4- i 4-3/4- /'] 
c + 1 = Ï^TD^t/O-?) » 

et alors pour t — a on aura la valeur 

(i — «) ((t 4 - «) m 4- » 4- 3« 4- «'] 

c H- 1 — ^77^*') 4- l/Ci^ 3 ) ' 
et pour * = — € on aura la valeur 

( i+6)[(«— Ç >»" + i — 3C4>C] 

dans lesquelles le dénominateur ne se réduit pas à zéro. Mais parce que , 
dans ces deux cas, on a tout-à-la-fois 

m V '(i — «') — v/(« — * 5 ) = o 

et — C') + ✓(! 4- £ 8 ) = o, 

il est visible que les formules précédentes donnent 

i i 4- 3» 4- «* 
C 1 — 5 im(i+*) ' 

c -f- i = 

ou plus simplement 



i , i —3: a- C* 
c -f 1 = - -f- jm(l __ 0 



1 1 4 - 3* -t- a' 
3C — 1 — C* 



1 , 1 -r >»» -r- « _ . _ 



= O. 



2 m(: — ô~ 

Dans les deux cas on a donc c = o , résultat qui se trouve immédiatement, 
en observant qu'on a 

[i + (3 — m)f — (m— — (1— t>) = t[m — 1 —(3 — m) « — £•]•. 

Connaissant le coefficient c pour une valeur donnée x=r£, on aura 
les autres coefficîens 

a = c, c, = — (1 — c) , fl, = c-|(m+i); 

ensuite , l'équation x* — 4- q = o se formera au moyen des coefficient 
p et g, dont les valeurs sont 

9 = — pt -f, c« {3 — m) -f- (6 — am) c — m -+- t ; 
et l'on aura les deux racines , qui devront se joindre a la racine donnée 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 3i5 
jr — / , pour former les trois fonctions dont la somme est égale au pre- 
mier membre de lequation (S). 

Exemple, t = — i . 
On aura alors c =* -~ i ± y/-x , ensuite 

p — — m — 3 =b a/ny/a, 
q = i — 3m =fc aroi/a. 

Ces valeurs de p et q sont les mêmes qne dans l'art. a5?; ainsi l'on par- 
viendra aux mêmes résultats. 

Les suppositions t = o , t =» i mèneraient de même à des résultats déjà 
connus. 

5o5. Passons maintenant aux formules qui doivent avoir lieu dans le 
système de p. = 7. On pourra alors prendre 

flx = c -f- c.o- ■+■ c,x*, = 1 -f- x. m - — -f-.r\ 

6,x = <i-f.fl 1 x+x», <p..r = (1 — or) (1 — jr.^pi-f-x») , 
et il faudra satisfaire à l'équation 

— (/r-r-^js-f- x*)* (^i — x.— t-x*.-—- xM j 

Pour déterminer les cinq coefficrens c, c,, c,, a, a,, il faudra prendre 
arbitrairement pour x cinq des termes de la suite x t , x % , x s ....x r . 
Soit t un de ces termes, on aura l'équation 

c -f- c,t -h c./» = (a + a,t -f- /») X , 

dans laquelle 

a= >/(■-<>) 

, + / .2L±J + / 

et, au moyen de cinq équations semblables, on déterminera les cinq 
coefliciens dont il s'agit. Supposant ensuite que les valeurs prises arbi- 
trairement pour x soient les cinq racines de l'équation o = x s — Ax* 
-f- Ba 3 — Cr'H-Dx— E, et désignant, à l'ordinaire, par x*— px+q=o 
l'équation qui contient les deux autres racines , il faudra que le pre- 
mier membre de l'équation précédente soit identique an produit 

(x* — Ax* -f- Ux 1 — Cx* -f- Dx — E) (*• — px -f- q). 

4o.. 



3i6 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 

De là on tirera les deux équations nécessaires pour déterminer p et q , 
et l'on connaîtra ainsi l'expression des sept fonctions qui doivent composer 
le premier membre de l'équation (3j. 

En général, on pourra obtenir a* solutions par la combinaison des si- 
gnes des quantités A, et ce nombre pourra même être porté à a s ou 5a si 
l'on donne à m les deux valeurs et — V$' 

3o6. Le cas le plus simple est celui où quatre des valeurs de x prises ar- 
bitrairement seraient égales à zéro ; alors le premier membre de notre 
équation générale devrait se réduire à x* (x — /) (x* — px 4- q). Il 
faudra donc égaler à zéro les coefficiens des puissances de x inférieures 
à la quatrième , ce qui donnera les équations nécessaires pour détermi- 
ner les quatre coefficiens a, a,, c,, c, par le moyen du cinquième c. 

Mais pour rendre cette détermination la plus simple possible, il faudra 
établir l'égalité 

c + c,x + <Vf = (<» + a t x 4" V/( ^"lf ) , 

I +x.— — 4-x» 

2 

en développant cette équation, dans la supposition que x est infiniment 
petit jusqu'aux ar s inclusivement ; cela équivaut à rendre identique l'é- 
quation 

(c 4- c t x 4- c***) (* 4- Jr - !!L T LL **) = a a,X + 

en négligeant seulement le terme c,x* du premier membre. Par ce moyen , 
on obtiendra les valeurs 

m — 1 

a = c, a, = 1 H — c, 

c, = 1 — c, c. = — (j-i- 2 ) (' — c )> 

et il ne restera à déterminer que c. Pour cela, il suffira de substituer 
les valeurs précédentes dans l'équation 

c 4. c \t 4- <V = (a 4- a,* 4- <*)A, 
et l'on aura la formule 



puis, faisant disparaître l'irrationnelle du dénominateur, on aura plus 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 3i 7 

simplement 

expression dont le dénominateur ne se réduit à zéro pour aucune valeur 
de t. 

Maintenant, puisque le premier membre de l'équation générale doit se 
réduire a x* (x — t) (x % — px q), on en tire, pour déterminer p et q, 
les équations 

q -f- pi = 3« 4- (*,)' — ( m + 1 >». + - -f- ac.c. H- (c.)% 

dont les seconds membres peuvent être exprimés en fonctions de c seule , 
ce qui donnera 

p + < = _(3-m)- 2 c(m- a )-(^)c', 
q-\-pt= — (m — i) -f- 2C {m — i) (a — m) c*. 

Exemple I". 

Soit fi=i, on aura c = — (— ^— ), /> = — ^ q = — m -f- i , 

,r = — (" "4"' ) ^ ^ ' ^ m — I0 ^' valeurs qui conduisent aux mêmes 
résultats qu'on a déjà trouvés art. 348. 

Exemple II. 

307. Soit < = — 1 , on aura c = g — — , puis, en appliquant 

les valeurs numériques, 

c = i.344o8 35170 4><x>, 
c'= i.8o655 78136 1537, 
me = Zc* — 1 — 1/2= 3.oo545 98754 7272 , 

mc'= mc + m + * V * = 4.o3958 60742 9108, 

p = — 1 .o8856 53870 590a , 
q ss 1.80771 88807 4388. 



3,8 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

Mais on voit qu'il esl inutile d'aller plus loin; car />*4-4? étant négatif, 
la solution serait imaginaire. Pour «voir un résultat réel, il faudra changer 
le signe de t/2, ce qui donnera les valeurs suivantes : 



3 > m y/a 

c — 6 3 



0.40127 54754 58953, 



^±Grn _V^__ _ 0 . l6l0 2 0403i 06882, 

c — 36 3 9 

me = 3c* — 1 -f- y/ 2 = 0.89727 47686 95741 , 

mc'= me -+- m "J^* = o.56oo5 25648 7 553i, 

P = — 0.01489 19787 7462, 
q = — 0.29696 91504 6636 

y = p 4- 1 + amc 4- 2C'| £_ O .oôoo5 544>7 5 79 5 
— m — ic — me'. \ 4 _ 

= 0.29702 45 7 5a 2451. 



9 

p = m — 



3 -f- 4 e — 2 me ) 



Cela posé, l'équation x % — px + q = o aura les deux racines x = et , 
x = — € , dans lesquelles 

a = 0.55-55 56t9o 7525, 
C = 0.55244 55978 4987. 

Suit le calcul des fonctions 4* et 4 

CViZcu/ rfe 4* / wr ^ formule (12,). 

1) a 9.75042 17901 1 3.97747 86808 

* 5 8.652io 8 9 5o5 5 8.65 2 io 8 9 5o6 

8.92081 87559 5 9.82590 87409 

2) 7 .5o334 94946 1 5) 2.45349 63 7 23 
8.652io 89506 8.652io 89505 
9.61. 81 98286 9.8614884562 

3) 5.56727 82758 6) 0.96709 57790 
8.65ai a 89503 8.652TO 89506 
9.75809 i/|56 r ) 9.88582 5og32 

4) 3.97747 8l58o8 7) 9-5o5o2 58228. 
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0 = * = o.53 7 55 36190 6a56 

2 ) 30 1 07102 6288 

3 ) 3 69214 0964 

4) 9494 6439 

5) 284 m 64 

6) 9 2 7 o3 

7) 3199 

8) etc. 1 14 

4* = 0.53960 22295 7127. 

Calcul de par la formule (12). 

1) C = 0.55244 ^978 4987 
a) — 33689497 9 8! 2 

o.55oo 7 66480 5i 7 5 
5 ) 4 98681 5i 7 3 

o.55oi2 65 162 0348 

4) — i4 7 oi 5226 

5o46o 5 132 

5) 5o4 5545 

50964 8467 

6) — 18 8649 

5og45 9818 
1) 7 463 
8) — 284 

4'£ = o.55oi2 50946 6997 

4* = 0.53960 22295 7127 

4'« = o- 95885 1 4394 40 
2.02857 8 7 636 812. 



0 . . . . 


R mit/./, n KM\n 

0.711/^ 7JOU2 




8.92081 8 7 539 ^ 




7.3 7 455 585 7 3 9 




8. 7 n44 7 5862 




9.61 181 98286 


3) 


5.69782 3a 7 2i 9 




8.71144 7 5862 




9.75809 i4565 


4)- 


4»i6 7 36 23149 




8.71 144 7 586a 




9.82390 8^09 


5) 


2. 7 02 7 I 86420 




8.71 144 75862 




9.86148 84562 


6)- 


1.37505 46844 




8.71 144 7 5862 




9.88582 3og32 


7) 


9.87292 53638 



0» voit que la somme des trois fonctions ne diffère que très peu de la cons- 
tante connue 4 1 + ± 4'£ = a .0285 7 8 7 636 90; ainsi l'on aura exactement 

4« + 4'<? + 4<, =4, +i4'S, 
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et la loi générale est confirmée dans un des cas les plus compliqués du 
système de fi = 7 , comme elle Ta été dans tous les autres exemples re- 
latifs à de moindres valeurs de fi. 

Autre série de formules pour la comparaison des mêmes transcendantes. 

5o8. Jusqu'ici les formules que nous avons développées supposent 
que la fonction <px = 1 — or 5 est partagée en deux facteurs , l'un du 
second degré, l'autre du troisième; mais cette fonction peut aussi être 
partagée en deux fadeurs, l'un du quatrième, l'autre du premier de- 
gré , savoir : Q t x =i+x-{-x'-hx i -hx* et Q^x = 1 — x. 

Dans cette nouvelle supposition, on pourra former une autre série 
infinie de formules correspondantes à toutes les valeurs du nombre /x , 
au moyen desquelles l'équation (3) offrira la comparaison des fonctions -\x 
dans une infinité de combinaisons nouvelles. Nous pourrions donc ici re- 
commencer une nouvelle série de calculs qui conduiraient à des résultats 
analogues à ceux que nous avons déjà obtenus, et qui confirmeraient éga- 
lement toutes les propriétés énoncées dans notre théorie; mais nous nous 
bornerons à établir les formules qui se rapportent aux deux cas les plus 
simples, celui de ;* = 4 et celui de fx =5. 

5og. Dans le premier cas, si l'on prend 6x= 1 et B,x = c + c t x, il 
faudra satisfaire à l'équation 

(K) 1 + x + *' 4- *' + x« — (c + r ,x)« ( 1 - x) = (x — x ,) (.r — x.) (x — x 3 ) (x — x 4 ) . 
Soient données les deux valeurs x = * , xz^t, avec lesquelles on forme 
le produit {x — t) (x — t') = x* — Ax •+• B , et supposons que les deux 
autres termes de la série x t , x t , x,, .r 4 soient les racines de l'équation 
o — x' — px + q, il faudra que le premier membre de l'équation (K) 
soit identique avec le produit développé (x* — Ax 4- B) (jc* — px -f- q) , 
ce qui donnera les quatre équations de condition 

p 4- A = — 1 — c\ , 
q 4- pA 4- B = 1 — c\ -f- a«\ t 
pB + q\ = — 1 acc, — c*, 
qB = 1 — c'. 

Deux de ces équations peuvent être remplacées par les deux sun 

c + ci = x = y±Efi, 
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qui donneront immédiatement les valeurs des deux ooefficiens c et c, ; on 
prendra ensuite deux autres équations pour déterminer les coefficiens p 
et 7 , au moyen desquels on connaîtra les racines a et C , qui doivent être 
jointes aux racines données x = t, x=i€ : on connaîtra ainsi les quatre 
fonctions qui doivent composer le premier membre de l'équation (5). 

Le cas le plus simple est celui où l'une des données t et t' est 
nulle ; soit alors t' = o , on aura c + c,t = A et c = i , ce qui donne 

c, = * t ' . Dans ce cas, on a B = o , A = t , et les équations pour 

déterminer p et q sont 

p = — t — i — c\ , 

q = —pt+ i -f- 2C, — c\. 

Quant à la valeur de t, on peut la prendre à volonté, excepté t = f , 
parce que le premier membre de 1 équation (K) ne peut jamais être di- 
visible par x — i . 

Exemple, 

3io. Supposant t — — i, et prenant la valeur de A négative, savoir, 
A = — £i/a, on aura c, = i + ±1/3, = — 1/2 et ? = ~ 1/2. 
L'équation à résoudre sera donc 

on en tire les deux valeurs x = et , x = — C , savoir : 
* = - ? - ï ^ + + I V/a) = 0.^368 39392 (3907, 

C = | -f- 5 i/a -h ^/Q + Jl/a) = 3.33789 7 5oi6 4217. 

Calcul de 4,* & formule (îa). 

1) a. ... 9.62704 20014 672 2.32340 20625 3 

a».... 8.i352i 00075 36 8.i352i 00073 4 

8.92081 87539 5 9.82390 87409 

2) 6.68307 07627 53 5) 0.28252 08107 7 
8.i35ai 00073 36 8.i352i 00073 4 
9.61181 98286 9.86148 84662 

3) 4.43oio o5 9 86 9 6) Q 43 
8.i352i ooo 7 3 4 /y * " 
9.75809 1^565 



4) 2.32340 20625 3 
Tome 111. 4» 
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t) = a = o.4a368 59393 6907 
3) 48 30265 3 137 

3) 36931 5834 

4) 310 5737 

5) 11 9166 

6) 190 

4«. = 0.43416 86790 0951. 

Calcul de 4'É par la formule ( 16). 

€ 0.52347 29965 648 1)= 0.10951 99o5i 9690 

u 947652 7 oo36 352 V - 5 04436 5o,4 

u k 9.75826 35o 18 176 0.10938 94635 6676 

9.83590 87409 443 3 ) 3 " 454o 

1) 9.03869 9 3465 971 94937 «16 

«» 7.58265 5oi8i 76 4)- 4366 

9.06214 79067 49 5 ) -H 7 

3 ) - 5.48548 3i 7 i5 32 U = 0.10928 94956 685 7 

7 .58a65 5oi8i 76 1.54969 62777 47 

9-l>W] 6779 e 8l 4'Ê = i -44o4o 67840 7845 

5) 3.49559" 39691 8 4<t = 0.42416 86790 o 9 5 1 
7.58265 5oi8i 8 , .86 4 5 7 54650 8794 

9.76405 265oo 9 = o. 95885 14594 40' 

4) —89.64006 i65 7 4 5 c = 2.80542 69025 28 

7.582Ô5 5o2 

9.82705 554 4 1 = i-a5575 06248 17 

5) 86.84975 <» 4'i = if^îZZZjl 

4i+4'i = 2.80543 69035 64. 

On voit que la somme des trois fonctions 4* H" diffère très 

peu de la constante 4 I "+"4'£» V 1 * ne sest P 48 encore présentée dans 
les calculs précédera; ainsi l'on devra avoir exactement 

4a -f- 4'É + 4'i = 41 + 4'i- 

5n. Telles sont les formules qui s'appliquent au cas de At=4- Voici 
maintenant celles qui s'appliqueraient au cas de ft = 5 : 
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Soit < une valeur donnée de x prise dans la suite x, , x,, x,, x a , x, , 
on aura l'équation 

c + Cl < -t- <• = «a, x = ; 

deux autres équations semblables répondraient à deux autres valeurs 
x = t!, x = et, par le moyen de ces trois équations, on détermi- 
nera les valeurs des coefficiens c, c,, a. Si ensuite on représente par 
x* — A.r* -j- Rr — C = o l'équation qui a pour racines les trois va- 
leurs données x = t , x = , x — t" , et par x % — px -f- q = o l'é- 
quation qui a pour racines les deux autres termes de la suite x, , r, , 
x t , x 4 , x 5 , il faudra que le premier membre de l'équation précédente 
soit identique avec le produit développé 

(x 3 — Ar* -f- Rr — C) (x' — px -f- 7). 

Ainsi l'on aura pour déterminer /> et q les équations 

/> -h A = 1 — ac, — a*, 
q -f- f>A -f- B = ac -f- c\ — ac, -f- «*, 

* 

et l'on connaîtra les racines des cinq fonctions qui composent le premier 
terme de l'équation (3). 

3 la. Le cas le plus simple est celui où deux des trois valeurs don- 
nées de x sont nulles ; alors ces données t' et f" étant désignées par la 
quantité et , supposée infiniment petite , il faudra que l'équation 

dans laquelle on négligera les et* t devienne identique. Cette équation 
se réduit à c -f- c,et = a (1 -(- «); elle donne par conséquent c = c, , 
valeurs qui , étant substituées dans l'équation c -f- c t t -f- ** = a A , 
donnent 




ensuite on aura 

p = — < -h 1 — 3<î — C, , 
9 = — pt -f ac*. 

4i 
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Exemple. 

3i5. Soil t — — i , on aura c = ± {/a ; prenant c = 1/2 , il en 
résultera p = — 21/2, y = 4 — - 24/2 , et l'équation à résoudre sera 

x* -f- 2x^/2 = 2 1/3 — 4» 
on en tire les deux racines négatives x — — a t x = — ê , dont les 
valeurs sont 

a = o.5o4o3 384i2 4863, 

C = 2.33439 32834 9755. 
H faut maintenant calculer les deux fonctions ^'et , ^'6 , qui doivent 
être jointes à la fonction donnée 4' 1 pour composer le premier membre 
de l'équation (3). 

Calcul de 4'« par la formule (12). 

1) * 9.70245 96963 148 1) = o.5o4o5 38412 4863 

a 8 . .. 8.51229 848i5 74 2) — i36 63971 0071 

8.9208. 8 7 539 5 0.50266 7 444' 4793 

2) — 7 .i355 7 69318 59 3) 1 81842 4366 

8.51229 848i5 74 0.50368 56285 9, 58 

9.6.181 98386 4) _ 558 9 

3) 5.25969 52420 1 5 - , - 6 

8.5,329 848.5 7 5) ^ 5 ^ 

q.758oq .4565 — 

— 52qG8 5.o5 

4) — 3.53098 5.8oo 8 6) _ • t , 3g| 

8.5.229 848.5 7 j ' ^ 
g. 823oo 87409 — — 

es — Zâk 7Z~K~k = o-5o268 52966 6126. 

5) 1.86029 24025 5 73 

8.51229 8481 5 7 
9.86,48 84562 

6) — 0.24007 95403 2 

Calcul de ->J/£ par la formule (16). 

C o.5663o 96118 432 9.27444 4323, 79 5 

u 9.63369 o388i 568 a» 8.16845 ,9407 84 

J 9.81684 5.940 784 9.06214 79067 49 

ï 9.82590 87409 445 2) _ 6.5o5o4 4'707 12" 

1) 9« a 7444 43a5i 795 
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6.5o5o4 4 , 7°7 13 
8.16845 19407 84 
9.62727 67796 81 

3) 4*3o°77 2891 1 77 
8.16845 17407 84 
9.76403 a65oo 9 

4) — 2.233a5 74820 5 

8.16845 I94°7 8 
9.82705 55373 2 

5) 0.22876 29601 5 
8.ï6845 17407 8 
9.86543 50954 

6) — 8.2606/, 99965 3 



0 


= 


0. 18812 4o5i4 5636 


*> 


— 


3i «#220 4758 






0.18780 41294 0878 


5) 




19988 1634 






61282 25l2 


4) 


— 


171 IO29 






61 m i483 


5) 




1 6934 


6) 


— 


182 


U 


= 


O. 18780 6l ! 12 8235 






1 .54969 62777 47 


4'* 




1. 36189 01664 6465 






0.50268 52966 6126 






0. 93885 14394 40 






2.80342 69025 659. 



On voit que la somme des trois fonctions 4'* 4"'^ H" ^ ^§ a ' e 
à une constante qui coïncide presque entièrement avec la constante con- 
nue 4 1 +4 i = 3-So342 69025 64; ainsi l'on aura exactement 

4'* + 4/c -f- 4'i = 41 -f- 4' à- 

3 14. Apres tant d'exemples calculés avec beaucoup de précision pour 
différentes manières de partager la fonction <px = 1 — - jt* en deux 
facteurs, et pour tout nombre de termes admis dans le premier membre 
de l'équation (3), depuis trois ou même deux jusqu'à pouvant être 

aussi grand qu'on voudra, on voit que les résultats ont été constamment 
conformes à la théorie que nous avons développée dans plusieurs points 
principaux. Nous nous sommes attachés particulièrement à la plus simple 

des fonctions 4^ représentée sous les deux formes 4^ = f^T^S*) ct 
•\>'x = y ' ^ , et nous avons prouvé que la somme de plusieurs 

fonctions semblables, prises avec des signes que Ton peut faire varier 
de toutes les manières possibles, est égale à une constante qui se com- 
pose toujours exactement des fonctions complètes -\\, 4' £ , qui sont des 
transcendantes d'un ordre inférieur. Nous avons fait voir ensuite 
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ment des fonctions de la première espèce on peut passer successive- 
ment aux fonctions plus composées comprises dans la formule générale 

•vJ,jc- = y"— z ^ X Jyy/{ç X ) * e * rç^' 68 sont ^ propriétés nouvelles que l'on 
obtient constamment dans la comparaison de ces dernières fonctions. 
Le sujet de ces recherches est des plus vastes, et nous n'avons pu que 
l'ébaucher fort imparfaitement; mais nous en avons dit assez pour que 
la théorie des nouvelles transcendantes que nous appelons ultra- ellip- 
tiques puisse être regardée maintenant comme établie sur les fonde- 
ment les plus solides. M. Abcl , enlevé aux sciences avant l'âge de 
27 ans , avait fait preuve d'un génie extraordinaire dans les sa vans 
Mémoires où il avait perfectionné si notablement la théorie des fonctions 
elliptiques ; mais la profondeur de ses conceptions nous paraît encore 
plus fortement empreinte dans le beau théorème qui donne naissance à 
une théorie beaucoup plus étendue que celle des fonctions elliptiques, et 
dont il n'existait aucune trace avant lui. 

§ XI. Exemple du calcul de deux fonctions imaginaires. 

3i5. On a trouvé ci-dessus (248) qu'en supposant t = o et c = o, les 
deux auxiliaires qui doivent se joindre à la valeur donnée t =o, pour for- 
mer le premier membre de l'équation (3), sont les racines de l'équation 

.r» — (™ -p-î) x -f- m -f- 1 = o. 

Ces racines étant imaginaires, nous les représenterons à l'ordinaire 
par la formule 

x = r(cos B ± l/ — 1 sin 6 ) , 

et nous nous proposons de calculer les fonctions correspondantes , ou seu- 
lement leur somme, qui sera une quantité réelle. 
Voici d'abord les élémens du calcul : 

r = \/{jn -f- 1) = i.7çfigo 74599 478, 
log r = o.a55oo 88179 56965 , 

-s 6 = = v/é^)' ».«** = 9.*5497 55 4 6, 29 'o4, 

6 = 8o°6'3i",i4oua8. 
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3i6. Considérons r comme seule variable dans la valeui . . . . 
jr:=r(cos 6 V— i sin ô)» «ous aurons, par )a substitution . 

dx dr (çot é -4- y — i «in * ^ _ ' 

faisons ensuite, pour simplifier cette formule , 

a = 50 — rw = 4o° 5 3 ' 55" >7 oo5li , 
i — r 4 cos a = f cos 3<p, , = _ 

sin * = f «n 2 <p, .-7»o,«*' 

et le second membre de l'équation précédente deviendra 

dr fc<>s Û 4- i/— i sin 6) dr r ,» . » , ... 

Changeant le signe de \/— î, et ajoutant les deux résultats, on voit 
que la somme des deux fonctions correspondantes aux deux videur» 
imaginaires de x, donnera l'intégrale réelle 

ff co, (» + f)> 

où les quantités <p et p sodI censées des fonctions do r; cette intégrale , 
d'ailleurs, devra être prise depuis r = o jusqu'à rs= ("*-+- i). 

Ainsi, tout se réduit à chercher dans les limites désignées l'intégrale 
fjdr, dans laquelle l'ordonnée j = , ou 

et préalablement l'angle <p se déduira de r au moyen de l'équation 



Ung 3? = , 

p - «*• « 

où l'on a 

log sin * = 9.81393 7f/iV>, 
log cos a = 9.88076 5VjiO, 
cos a = 0.7S991 05o8a, 

3 17. Pour résoudre ce problème de quadrature, il faut d'abord prendre 
une idée de la figure de la courbe dont r est I abscisse et y Yorâontuèts, 
{Fo^ez fig. 5.) 

A l'origine des abaottes , ou r ss o, onifad, et Y<*àtnttOx 
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yz=t a cos G = o.34356 07498 =AE. L'ordonnée décroît ensuite lente- 
ment jusqu'au point B, où elle est nulle ; alors on a 

8 4. <p = <p =5 \k — 6 = 9 0 53' 28" 85988 72. 

Quant à l'abscisse correspondante r= AB, elle se déduit de l'équation 



r 5 = — ï-ï-rr, , et 1 OU a 



- S in(* + a*)' 

r = AB = 0.82815 25407. 

Au-delà du point B l'ordonnée devient négative ; elle parvient bientôt à 
son maximum au point M, où l'on a «4-6-f. 3p = £ w, et par con- 
séquent 

* = 49 0 46'5 7 ", 7 i977 44- 

Cette ordonnée maximum r = — g) [cos (6 — So")]* , savoir*, 

MP = 1.37406 i8382,- enfin, l'abscisse correspondante 

AP = 1.08985 o838 9 5. 

Depuis le point M l'ordonnée décroit continuellement, et la branche 
de courbe MD s'approche rapidement de l'axe AC, qui en est l'asymp- 
tote. Au point C , qui est la limite d<- notre intégrale , l'abscisse 
AC= \/(m-\- l )— 1 -79890 744» on a a ^ ors 0 = 68" 4'' 55", 56457 5 
et r — — 0.40324 79444 : c ' est ' a valeur de la dernière ordonnée CD. 

On voit maintenant que dans l'aire que nous avons à déterminer il y 
a une partie positive et une partie négative , qu'il faudra calculer sé- 
parément. 

Les formules ordinaires des quadratures ne s'appliquent qu'avec peu 
de succès à une figure aussi irrégulière que celle de notre courbe ; aussi 
nous ne donnons que comme une médiocre approximation le résultat des 
calculs suivans. 

Ayant divisé en six parties égales la base BC de la partie négative , 

nous appellerons co chacune de ces parties, dont la valeur est 

m = o. 16179 2483a; le même intervalle étant porté quatre fois sur la 
base AB de la partie positive, on parvient au point I, où le reste de 
la base A, =0.18098 a55o.f. Cela posé, les formules précédentes don- 
nent la valeur des ordonnées correspondantes aux différens points de di- 
vision de la base comme il suit : 
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r 


J 


0.00000 00000 
0. 18098 26079 
0.34277 5o336 
o.5o456 7 5 168 
0 ,66656 00000 
0. 8281 5 25407 


o.34556 075 
0.34346 174 
o.54ogo 274 
0.32610 783 
€►.26295 667 
0.00000 000 


0> 9°994 00239 
1 . i5i73 75071 
i.3i352 99903 
1.47532 2 .{7 35 
1 .6371 1 49^67 

«■79890 74 3 99 


a rf**v f -\ r% / 

— 0.93009 '"4 

— 1 .21077 io3 

— 0.90225 788 

— 0.66914 990 

— o.5i 176 4*6 

— 0.40224 794. 



Par ces valeurs, on trouvera que le trapèze dont la hase est iB sss fa a 
pour valeur uffi fy désignant la somme des trois ordonnées inter- 
médiaires et de la demi - somme des extrêmes, dont l'une = o. Ce 

produit = 0.17824 3a4 

On y joindra le premier trapèze A11E = 0.06216 966 

et l'on aura l'aire positive , o . 2404 1 28 

A l'égard de la partie négative, sa valeur est — 0.71919 40 

Somme des deux — 0.47878 12. 

Telle est donc la valeur approchée de l'aire qui représente la somme des 
deux fonctions imaginaires proposées. 

5 18. Nous avons dit que le calcul dirigé par la méthode ordinaire des 
quadratures ne pouvait donner qu'une médiocre approximation, à moins 
qu'on ne calculât un beaucoup plus grand nombre d'ordonnées , ce qui 
deviendrait très pénible; mais heureusement la question peut être résolue 
beaucoup plus simplement en n'employant que les formules propres aux 
fonctions «[x. 

Puisque dans la valeur x = r ( cos 8 -+- {/ — 1 sin 6 ) le module r 
égal à i/(w*-f- •) est plus grand que l'unité, il convient de mettre — x 
à la place de x, en faisant 

x — r(cos 6' — y/ — 1 sin 6'), 
6"= a- — 6 = 99° 53' 28",85988 72 ; 
Tome III. 42 
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alors la fonction 4 JC = fy/îï^x*) deviendra j* p^p^ » et la valeur 

de cette intégrale, qui suppose x > i, se trouvera par la formule (16), 
où Ton devra faire 

u = I = i (cos 6' + y/— i sin fi')- 

La substitution faite dans chaque terme de la valeur de — U donnera une 
partie réelle et une partie imaginaire, et, parce que la seconde valeur 
de x donnerait pour chaque terme de — U la même partie réelle et la 
même partie imaginaire avec un signe dînèrent, il s'ensuit qu'en ajoutant 
les deux fonctions correspondantes on aura une somme totale qui sera 
de la forme 

{ r _î cos ? 8' — P (A) r- s cos - 8' + P(A') /-» cos - G' 

O 2 2 2 

-P(A")r- s cosÇ8'-|- etc., 

où l'on voit que les logarithmes désignés par (A), (A'), (A"), etc. , sont 
ceux qu'offre la formule (16); de sorte que cette dernière formule, 
adaptée à nos deux racines imaginaires, ne diffère de la formule ordi- 
naire que par les facteurs a cos \ 8', a cos ^6', a cos ^8', etc., af- 
fectés aux différens termes de la série. Voici maintenant le calcul dé- 
taillé de ces termes : 

Angles dont les cosinus savent de facteurs aux différons termes de la formule. 



6' 
s 6' 




99 0 55' a8"S5c)88 72 
49.56.44,42994 56 




lô' 
58' 




1 49 • 5o . 1 3, 28985 08 
139.^7. 24, 29943 6 


(•) 


JJL6' 




289.17.57,58926 68 
i5 9 .a 7 . 34,29943 6 


w 


¥6' 




68.45. 1,88870 28 
139.37.34,29945 6 


(5) 






208.12.26,18813 88 
139.27.24,29943 6 


(4) 






347.39.50,48757 48 

139.27.24,29913 6 


(5) 


¥8' 




127. 7.14,78701 08 


(6). 



I 
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9-74499 *«8ao 4 

9.87249 55910 2 
0.12493 87366 1 

9.74242 55096 7 9.74242 55096 7 

8.72495 59102 — cos|G\. 9.93681 5o688 

9.06214 79067 5 ,) _ 9.67924 o5 7 84 7 

7.52952 95266 2 7.52952 93266 2 

8.72495 59102 cos^O'.. 9.51905 56oq8 5 

9.62727 67796 8 a) 7 . o4858 ^ 364 ? 

5.88176 20165 5.88176 20165 

8.72495 59102 cosVÔ'" 9.55922 35449 

9.76405 265oi 3) + 5. 44098 556l4 

4.37075 05768 4*37075 05768 

8.72495 5gio2 — cosVÔ'-- 9.94509 59084 

9.82705 555 7 3 4) + 4.3,534 

2.92276 00243 2.92276 00243 

8.73495 59102 cos*r&.. 9.98985 52760 

9.86345 50954 5) + 2 . gi26l 53o<) 3 

i.5iii5 10299 i.5m5 10399 

COS^fl\. 9.78067 52I2I 

6) -f- 1. 39182 62420. 



0 = 

a) 




0.47779 38754 5 
111 83685 3 


3) 




0.47891 
2 


22439 6 
76048 6 


4) 




0.47888 46391 0 
20694 1 


5) 






25696 9 
817 7 


6) 






24879 2 
19 6 



0.47888 3485g 6. 

43.. 
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On voit que la somme des deux fonctions imaginaires calculées immé- 
diatement par la formule (16) est — 0.47888 2^859 6, résultat qui 
ne diffère de celui qu'on a obtenu par les quadratures que d'une unité 
décimale du quatrième ordre, et nous ne devions pas .attendre une plus 
grande précision du premier calcul fait sur un assez petit nombre d'or- 
données. Ce second résultat est fort approebé de la constante connue 
■vj/i — y = 0.47888 a4859 /(35 , et l'on dort même être étonné que 
l'approximation soit aussi grande, malgré les difficultés de ce calcul ; on 
aura donc exactement 

4[r (cos 6 + . sin 8)] ) 

+ 4[r (cos 6 - »/— 1 sin 0)] i ~~ * ' "* '* 

319. Il résulte de ce seul exemple que les fonctions dont les racines 
sont imaginaires peuvent être calculées par les mêmes formules que les 
fonctions dont les racines sont réelles ; il n'y a donc pas lieu d'exclure, 
comme nous l'avons fait dans les recherches précédentes, les solutions 
dans lesquelles il se rencontre un ou plusieurs couples de racines ima- 
ginaires , et l'on trouvera dans tous les cas que la somme des fonc- 
tions tant réelles qu'imaginaires , s'exprime toujours par une quantité 
réelle dont la forme est donnée par celle du second membre de l'é- 
quation ^5) ; et , par cette propriété , la théorie que nous avons déve- 
loppée acquiert une beaucoup plus grande extension. 
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§ XII. De la transcendante ^ f v[x{x _^ ){l _ hx ^ 

3ao. Cette transcendante appartient à la seconde classe, puisque 5 est 
le plus haut exposant de x dans le polynôme compris sous le radical , 
et elle fait partie de la première espèce, ou plutôt elle est la plus simple 
des fonctions de la première espèce dans cette classe ; elle jouira donc de 
la propriété en vertu de laquelle étant données — 2 valeurs particu- 
lières de x, on pourra par leur moyen eu déterminer deux autres, de 
manière que les p fonctions qui en résultent satisfassent à 1 équation (3) , 
c'est-à-dire que la somme de ces /* fonctions, prises avec les signes conve- 
nables, sera égale à une constante déterminée. 

Mais ce qui est surtout digne de remarque, c'est que la transcendante 
dont il s'agit, quoique appartenant à la seconde classe, est généralement 
réductible à la première, en supposant k < 1 ; on fera voir, en effet, 
qu'elle peut toujours s'exprimer par deux fonctions elliptiques de la pre- 
mière espèce : considérée sous ce double rapport, cette transcendante mé- 
rite d'être examinée avec soin, parce qu'elle peut conduire à de nouvelles 
propriétés des fonctions elliptiques. 

Nous observerons d'abord que la transcendante ~\x peut , sans cesser 
d'être réelle, prendre trois formes différentes. La première, qui continuera 
d'être désignée par -^x, s'étend depuis x = o jusqu'à x = 1 . 

La seconde, désignée par «\.'x, suppose qu'on a changé x en — x; de 

sorte que 4'x représente une nouvelle intégrale (jl _^ (| _ 

qui s'étend depuis x = 1 jusqu'à x = ^. 

Enfin, la troisième, désignée par -\> n x, suppose que la variable x est po- 
sitive, et qu'elle s'étend depuis x = j jusqu'à a*=J;oaa dans ce cas 

m/- _ r d _ x _ 

^ ~J VC* — 0 -1)]' 

Il n'y a pas d'autre hypothèse qui rende réelle l'intégrale primitive -\,x, 
tant qu'on suppose le module k plus petit que l'unité. 

Faisons voir maintenant comment notre transcendante sous ces trois 
formes peut être exprimée par deux fonctions elliptiques. Le procédé que 
nous suivrons pour cet effet est le même dont nous avons déjà fait usage 
dans l'art. 1^9 du tome I". 
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Première forme , ^x = f _*') (i - A'* 4 )]' 
Limites x = o, x = i. 

32i. Le polynôme sous le radical étant i — ( i -f- k*) x* -f- A*jr*, 
supposerons i = /> étant une nouvelle variable, d'où nous 

déduirons successivement 

i + W = (p* — 
(t _ x .) (l _ A-x») = *•[/>' - (I + *)'] , 

x" ï Jx _ X~ * rfx 

— Vif - (« + *)*] ' 

, + k'X = xV(f + 

x _i = jy^ + at^ + iv^—a**), 

donc 

, i / ± » r 4» 

^ ~" V V(/»+**0 vi>*-o + *n y \^-a* 5 Vrr-(i+*rc" 

Les deux nouvelles intégrales qui composent la valeur de ^x ne différant 
que par le signe de £' , il suffira de considérer la première , 

P= r 

Pour réduire celle-ci, soit d'abord p — z % — a*', on aura la trans- 
formée 

P = - /x/_«--(. + *s)-jV|.-+(.-*i)'j- 

„ . . I -f- A* r • (» — *V* 

Soit ensuite z = — — , on aura, en faisant c' = \ / , 

P i r rf « 

V ( 2 + 2/ ) V sin" 

Enfin, pour donner une forme positive à cette dernière, on se servira de 
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la propriété F(c, »)-f-F(c, <p) = F'c, à laquelle ou satisfait en fai- 
sant cos a = ■—. , et Ion aura 

p = ' f ^ _ FÇr, ») 

Mais, pour faire usage de cette dernière formule, il importe de passer 
directement de la variable x à la variable p ; c'est ce qui se fera par 
les équations 



d'où l'on déduit 



OX(l -M) 

sm 4 a = ; — ; — ; , / i - . 



On voit donc que tandis que la variable x croit depuis x = o jus- 
qu'à .r = 1, l'amplitude <p croit de même continuellement depuis <p = o 
jusqu'à 0 = i 7T. 

Maintenant, si dans le résultat qu'on vient d'obtenir on change le signe 

de A;», la valeur de c* deviendra celle de b*, et l'amplitude <p restera tou- 
jours la même ; d'où il suit qu'eu réunissant les deux parties de la valeur 
de 4^> on aura ce résultat très simple 

. FÇr, »)4-Ffl,» ) 

- + ' 

Ainsi l'on voit qu'en effet la fonction ^.x s'exprime par deux fonc- 
tions elliptiques de première espèce, qui ont la même amplitude <p , 
et dont les modules sont coraplémens l'un de l'autre; de sorte qu'on a 

Puisqu'en supposant x = 1 on af=j^, la valeur de la fonction 
complète 4 1 sen a ' DS * exprimée 

F'c + F'* 



+ 1 



lis on peut aussi trouver la valeur de 4 ' par un autre procédé qui dé- 
pend des fonctions T\ 

En effet, puisque 4' représente l'intégrale J* (1 — k*x*)~*, 
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prise depuis x = o jusqu'à x = i , si l'on appelle T 1 l'intégrale 

f* prise entre les mêmes limites , on aura 

4 1 + À-'T- -f- — â^T' + etc. ,• 

mais en mettant x* à la place de x, l'intégrale appelée T' devient 

\fx~*dx(i — et ses limites sont toujours x= o et x = i. 
Or, par les formules connues, l'intégrale T', sous cette dernière forme, 
a pour valeur 

1 —3' r(,+]T' 
r 1 r i 

Dans le cas de t = o, on a T" = j ' * = D|/a , en supposant. . . 

r * 

D — F' ( sin 45* ) î ensuite on aura 

T = jT-, T» = *T«, T» = £T\ etc. ; 

donc la fonction cUercbée 

_ , / . t.. 1 , 1.3», i.5 . i.3. 5. a i.5.q \ 

et l'on a par conséquent la formule générale 

|/(a-t-a*) v ^ '\ a 3 2.4 3.7 a. 4. 6 3.7.11 / 

Si l'on fait k = o, onac^i, et l'équation devient identique. 

Seconde pohmb, +'x =/p^r~^p^j. 

Limites x — 1 , x = j. 

3a2. Soit encore t -f- ar" = /*r , on aura 

— ») (1 — A'x») = ^(i -f- 2Â- -f- A-* — 

î 

r x~ *dx 

" +,X ~v i4(» + *> , -7î ; 

mais, en vertn de l'équation supposée, on a 

1 -f- k*x — xV(/> + aA«) » 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 33 7 
le signe ambigu étant -f- si l'on a x < ^ , et — si Ton ax>^;de 
là on tire 

= i\/(p + a^) =fc ^v/(/> — 2*0» 

et enfin 

\'x=-f _ 

Pour avoir la première partie, soit d'abord /> = «•_ 2 A:* , et ensuite 
« = (i + *0 cos » ; on aura cette partie 

J vTa + a* - ( i + sin^J *" V(» + «*> ' 

on aura de même la seconde partie F = y£+ l k) , ce qui donne sans 
ambiguïté . 

±> x = F( ^,*)4-F(c, m-) 
^ V(a + a*) ' 

Quant aux angles ta et ils se déduiront immédiatement de x au moyen 
des équations 

— m— '-M' * rna , _ i — ** x . 

Oi —q — r , COS 0» = — -, 



Nous avons mis dans la formule F(c, et'), sans ambignité de signe, 
parce que l'angle û>', déduit de cos &>', croit continuellement depuis 

x = i, où l'on a »' = o, jusqu'à x = |, où l'on a û/=tt; la valeur 
intermédiaire x = ~ donnerait *' = 1 -tt. Il n'en est pas de même de 
l'angle « , qui croit depuis x =s i jusqu'à x=z , et qni décroît ensuite, 
suivant la même loi , depuis x= ~ jusqu'à x = Dans cette dernière 
limite, on a donc à la fois a = oet = d'où il suit que la fonction 
complète 4»' £ est ainsi exprimée : 

Tome UI. 43 
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Une autre manière de trouver la valeur de cette fonction est de faire la subir- 

titution x»=cos'Ô4-£sin'6dans la formule -\'x — J ^ Z 

il en résultera l'intégrale /^{i— fco&'Qf *, où l'on a fait K'sxi — A*. 
Cette formule étant réduite en série, puis intégrée depuis 8 = 0 jusqu'à 

9 = ' w, on aura cette seconde expression de 4' ï » 
on doit donc avoir, en général , la formule 

laquelle suppose c* = ^ +\} • 

Troisième .«mi», V'^ f^'^ Z^y 
Limites x = j, oc = ^. 

5a5. Par une analyse semblable a celle des deux cas précédées , on 
trouvera qu'en supposant 

on a 

.„ F(», é) — F( c> y) 

+ x - jÂa+a*) ' 

Les deux angles 8 et 8* croissent continuellement depuis la première limite 
x = j, où ils sont nuls, jusqu'à la dernière x= ^, ou ils sont égaux à -t. 
Ainsi l'expression de la fonction complète est 

,„i F'6 — F'c 

Il y a un autre moyen de trouver la valeur de cette fonction. Soit 
x = k ^ am i l'intégrale primitive deviendra 

fk* dû (cos a»^ (1 — A* cos' a>)~ ' , 
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ou 

k* fd» ( cos <* ) { ( i + 1 *• cos' » -f- *♦ cos< « -f etc. ). 

Cette intégrale doit être prise depuis co = o jusqu'à o> = i w. Soit 

i i * 

cos co = z; on aura y do» (cos = — fz*dz{\ — **)"•, intégrale qui 

doit être prise depuis z = 1 jusqu'à z = o, ou, en changeant son signe , 

depuis 2 = 0 jusqu'à z = 1 ; mais en mettant z' au lieu de z, les limites 
seront les mêmes, et l'on aura la nouvelle intégrale 

D'un autre côté, on a trouvé (tome II, page 455) P J = 4* , *F I (sin 45°) 
et r ^T-j = <in *^5o > donc l'intégrale cherchée 

/A» (cos e$y = -7 — 

a» F- (tin 45°) 

Cette intégrale étant trouvée, si on l'appelle P, on aura les intégrales suc- 
cessives 

fdm (cos * = § P, fdm (cos «) 4 4 = |^P, etc. ; 

donc la fonction complète 4" i a P 0 *"* seconde expression 

4"! = (*V ^-^f, -f- 1 *,| + i4 yfc*.^ + etcA 
T o Va/ F' »in45°\ a 5 r a. 4 5.9 ' / 

Ainsi l'on a la formule générale 

l/{a-4-a*) \a/ F'«m45 \ a 5 ' a. 4 0.9 1 J 

On doit voir maintenant que si plusieurs fonctions 4* 8 ° a ^ réunies avec 
les conditions nécessaires pour former le premier membre de l'équation (3), 
cette somme de fonctions, multipliée par le nombre M =^(2 -f- a*), de- 
vra être égale à une constante composée exactement des constantes F£ , 
¥'c. C'est ce que nous allons vérifier dans les exemples suivans, après avoir 
établi les formules générales qui se rapportent au cas de /*= 3 et ft= 4- 
3a4- La fonction <Qx étant égale au produit x (1 — x*) (t — k*x*) , on 
peut la partager en deux facteurs 

ç,jc = 1 — k'x*, q>fX = x (1 — x*)j 

ensuite, si l'on prend (Le = a et ô.xs 1, l'équation (a), réduite à la 

43.. 



Digitized by Google 



54o FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

forme la plus simple, sera 

(A 7 ) — **x*) — x(i — x*) = (x — x,) (x — x.) (x — x 3 ) : 

elle suppose par conséquent ft = 5, nombre le plus petit possible. 

Soit / le terme que Ton suppose connu dans la série des valeurs parti- 
culières x, , x., x s ; en faisant x = t, le second membre de l'équation (A'J 
devient nul , et du premier on tire 



Soit ensuite x* — px + q = o l'équation du second degré , dont les 
racines sont les deux autres valeurs particulières de x; il faudra qu'on ait 

a* (i — *\r') — x(i — x*) = (x — 0 (x» — px + q) , 

ce qui donne trois équations de condition , d'où l'on tire 

<( i — *♦) f — 1 

On connaîtra ainsi les deux racines x = a, x = C, qui , avec la racine 
donnée x = £, serviront à composer les trois fonctions comprises dans le 
premier membre de l'équation (3). 

3a5. Si l'on veut comparer entre elles quatre fonctions, il faudra satis- 
faire à l'équation suivante, qui suppose n = 4» 

( • — (J: — •*') — (c -h c,x)'x = (x— x,) (x —x.) (x — x,) (x — x,). 

Soient données les deux valeurs particulières x — t, x = t'; on aura 
pour déterminer c et c, les deux équations 

c + = >= v /[(^-0 G —)]. 

c + v =v /[(^)(f. -'•)]■ 

Ensuite, faisant (x — /) (x — <')== x" — Ax -f- B, et appelant a et 6 les 
deux autres valeurs particulières de x qui sont les racines de l'équation 
x* — px -f- <7 = o , on aura pour déterminer p ci q les équations 

A -+-/» = c\, 

B -f- Ap -f- 7 = — « — £ — 2CC - » 

la seconde pouvant être remplacée par k*Bq = 1 . On connaîtra donc les 
quatre fonctions 4'» 4' » 4*» "4^»» <I U ' doivent composer le premier 
membre de l'équation (3). 
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Exemple I". 

3a6. Supposons A = y, ce qui donne exactement c=sini5° et 
h = cos i5°; supposons de plus t=\ et f=4; les formules de l'ar- 
ticle précédent donneront pour déterminer c et c, les équations 

c -4- je, = 51/(210) s= 3.62284 41875, 
c -f- 4c, = ï»/(io5) = 5.12547 5383o; 

d'où résulte, en prenant positivement les deux radicaux, 

p = c',-» = -|(ï + 5/2) = — 4.31617 19193 7092, 
q = 4.5, />*— 4q = 0.62934 00375 6604, 

jt= rfc 0.39665 4 77 55 645i — 2.i58o8 59596 8546. 
Désignant ces deux valeurs par jr = — et, x — — 6, on aura 

* = 2.55474 07332 5o, log et = 0.40734 683a5 207, 
€ = 1.76143 11861 21, log C — 0.24586 568i2 546. 
Il faut maintenant calculer les valeurs des quatre fonctions 4 ï > 4"4 * 

Calcul de 41. 

Les valeurs k = f et x = { étant substituées dans la formule 

Sm * = (, + *)(, + **)' 

on aura sin* ç = if > 9m ? — 9'94°9^ o5^g 61 et 

<p ■= 60' 47' 38",64386 = 6o%794o6 774. 

D'après cette valeur de <p, l'interpolation de la table IX pour les mo- 
dules c=sin i5°, 6 = sin 75°, donne les résultats suivans, où l'on a fait 

M = 1/(2 + 3*) = /!, 

F(c, <p) = 1. 07196 62191, 
¥(b, <p) = 1.30924 19440, 
M4£ = 2.38120 8i65i. 

Calcul de 4"4- 
Pour la fonction 4"-* les formules générales sont 

cos fl = (iziiîk-, CM f s=s fcL+*ûf*, 

À*X — I *5* + I 

M4"x = F {b, 8) - F(c, fr). 
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Substituant les valeurs k— ±, ,r = 4> oa * ur » 

««e» 6 -!^- 1 , co.r-SK»+», 00.600,6-= « ; 

et comme on a |/3 = 2 sin 60 e se 1 .73205 08075 68878, il en resuite 

cos 0 = 0.64556 tgiti 85636, 
logeos fl = 9.80993 78986 5o38, 8 = 49% 79a 18 ia8, 
logeos 6'= 9.97920 87360 3473, fl'= i7%58795 3763. 

Dans la colonne de la table IX qui répond au module b = sin 75% on 
trouve le terme A = F(&, 49 0 ) et les suivans, qui donnent les différences 
de A comme il suit : 



A 


«TA 


<P'A 


S'A l <T*A 




0.97138 5421 


35719 933 


45 988a 


2221 1 j i23a 


82 



Le terme qui répond au degré 49 ■+■■*" sera exprimé, en général, par la 
formule 

A + x(<TA4-^(^A-r-^(^A-f.^(^A + x -^- 4 J*A ; 

faisant donc ^ = 0.79218 128, on trouvera 

F (6, 0) = 0.99172 31298. 
On trouvera dans la même table le terme A = F (c, 1 7') et ses différences 
successives comme il suit : 



A 


/A 


/•A 


<PA 


«f*A 


0.39699 33476 


1750 64059 


60543 


3959 


-69 



Faisant donc dans la formule d'interpolation x = 0.58795 5763, on aura 

F(c, 60 = 0.30738 54884 
d'un autre côté , F (A, 0) = 0.99173 31398 

donc M4"4 = 0.68443 76414. 

Calcul de 4'*. 

Les formules sont 

M4'x = F (A, a») -f- F(c, *')> 

l + i'* _ ; I — A** 

COS»= -T7 Tw COS U —~n >\'> 

x* (1 -f *V *• (1 — Aî) 

il faut y substituer les valeurs k = $ , £ = sin 75°, c = sin i5* , 

x = * = 3.55474 0733a 5o, log a = 0.40734 685a5 307. 
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et l'on trouvera 

log cos ot — 9.99197 01771 85, et s= io' 98396 995, 
log( — cos «') = 9.8470a i5388 a3, »'= 13416768a 891. 

La table IX donne la fonction F (i, 10*) et ses différences successives 
comme il suit : 

«TA 



1773 o36a 



<f'A 


«PA 


.T'A 


5 6075 


54i5 


87 



0.17536 5a45 
il en résulte 

F(i, ai) = 0.19381 0960a. 

Pour calculer F (c, «'), j'observe qu'on a F (c, &>') = aF'c — FÇ, en fai- 
sant £ = w — û/ = 45%3a3i7 109. Or, la table IX donne F (c, 45*) ■ 
ses différences comme il suit : 



A 


f\ 


/'A 


«T'A 




0.79035 4^7 


1775 85o47 


1 07496 


— a 


— i3a 



il en résulte 



D'un autre côté, 

donc 



F(c, 0 = o-79599 20359 
aF'c = 3.19638 4004a 

F(c, et') » 3.40039 19803 
F(b, a) — 0.19381 09602 



M4'et = 3.595IO 3g4o5. 
Calcul de 

Appliquant les mêmes formules que dans le calcul précédent, il faudra 
d'abord calculer les angles fl. et Cl' d'après les valeurs 



cos Cl = 



1/3 + 



^0+1/3)' 
Voici ce calcul : 

g ss 1.76143 11861 ai 
^/3 =s 1.73305 08075 69 

G+ |/5 = 5.49548 19936 90, 

son log o.543a5 85ogi 5o 

o. 13395 38406 37 

0.42053 56685 o5 



cos n' = 



1/3 



^(1/3- o" 



€ — t/5 — : 0.03938 05785 5a 
son log 8-468o5 7587a 

C à 0.12393 38406 5 

8.545ia 45465 7 



541 
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t/3-f-i. 

cos Cl . . 



0.4303 2 56685 o3 
0*4^648 87715 99 



V/3 



8.345i3 45465 7 
g. 86454 12340 7 



9.98583 68969 04 cos(^ — Cl').. 8.48o58 33325, 
n=i5°,53498 0675, 7T — Cl' =88% 267 10 53a. 

La table IX donne la fonction A = F (b , 1 5°) et ses différences comme il 



suit : 



A 


JA 


cT'A 


/•A 


<T<A 


0.26463 2377 


1806 5784 


8 4095 


5g33 


127 



de là résulte F (i, il) = 0.27428 71 174. 

Nous avons ensuite w — Cl' = 88*,267io 532 ; mais comme la table ne 
donne pas immédiatement les différences relatives à l'amplitude 88% on y 
suppléera par celles de la fonction F (c, 85°), que la table donne comme 
il suit : 



1.50780 553o4 



«TA 



1 574 6 



J"A 



— 39'7 



«T«A 



- 16 



1806 49701 

car, en faisant x= 3.26710 532, on aura la fonction cherchée par la 
formule 

F(c, Cl') = AH- xf>A + ^p-' (^A+î=i(cPA+l=- 3 /<A; 
d'où résulte 

F(c, 7T— H') = 1.56683 o 7 o85 
On a d'ailleurs ¥(c, *) = 3.19628 40042 

F(c, CL*) = ÎT63945 33957 
¥(b, Cl) = 0.27438 71174 

M-I'ff = 1 .90374 041 5i. 

Maintenant, si nous ajoutons ensemble les quatre résultats trouvés 

M4- ; = a. 38130 8i63i 

M4'4 = 0.68443 76414 F'c = i.5g8i4 20021 i3 

M4'« = 2.59310 29405 ¥ t ù = 7.76806 3i453 69 

M^'ff = 1.90374 o4i3i 3F'c = 4.79442 6oo63 39 

nous aurons la somme. ... 7.56248 gi58i 7.56248 91517* 08; 

et l'on voit que cette somme ne diffère de la somme des constantes 
3F'c -f- F'b que de 64 unités décimales du dixième ordre, rapportées 
à un nombre total de plus de 7 unités. Cette différence sera jugée aussi 



ajoutant 
on aura 
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petite qu'il est possible, eu égard aux erreurs des interpolations d'où elle 
est déduite ; on doit donc en conclure qu'on aura exactement 

M i + 4"4 -f- 4'« ■+- = 3F 'c -f- Y'b , 

ce qui s'accorde toujours avec la loi que nous avons constamment observée 
dans la composition du second membre de l'équation (3). 

Nous remarquerons, au reste, que l'équation trouvée peut être partagée 
en deux autres relatives aux modules c et b pris séparément. En effet, les 
termes de notre équation étant ainsi composés 

M4 i = F(c, *) + F (A, f), M4'« = F(&, *) + F(c, 
M4"4= F(b, fi) — F(c, G'), M+'C = F (A, il) + F(c, il'), 
si l'on prend séparément les deux parties 

F(c, f) - F(c, &) + F(c, «') H- F(c, n-) = P, 
F(*, f) + F (6, 8) + .F (5, .) -f. ¥(b, Cl) = Q, 
on trouvera, en substituant les valeurs trouvées pour chaque terme , 

P = 4.79442 60069, 
Q = 2.76806 3i5i5; 

d'où l'on voit que la différence entre P et 3F'c est à peine de 6 unités dé- 
cimales du dixième ordre, lesquelles appartiennent au onzième chiffre si- 
gnificatif, et que la différence entre Q et F'b n'est encore que de 6 unités 
décimales du neuvième ordre , ce qui prouve la grande exactitude de nos 
calculs d'interpolation, ainsi que celle des tables qui leur ont servi de 
base. Il s'ensuit encore qu'on a exactement les deux équations 

F(c, <p) — F(c, 8') -f- F (c, -h F(c, Cl') = 5F'c, 
F(*, f) -f- ¥(b, fi) + F(b, «) -f- T(b, Cl) = F'*, 

équations qu'il serait d'ailleurs facile de vérifier rigoureusement par les 
formules des fouctions elliptiques, puisqu'on connaît les valeurs exactes 
des cosinus des diverses amplitudes. 

Exemple II. 

337. Soit Ar=(a — v /, 3)*=tang* i5\ on aura c = sin 3o' et ô = cos3o\ 
Supposons de plus t = £ , et en appliquant les formules de l'art. 3a4 , 
nous aurons 

Tome III. 44 
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log (_ p) = 9.69738 55573 65_i P = — 0.49806 44647 o, 
log (— q) = ç). 8 7 563 13970 34, q = — O.75096 77676 5_î 
ensuite, la résolution de l'équation x m — px + q = o donnera x = », 

a = o.65s63 44763 5, log a = 9.8i/j66 53578 ojS^ 
^ = 1 . i5o68 89410 5, log C = 0.06095 79393 3_l. 
Il s'agit maintenant de calculer les valeurs des trois fonctions 4ït 4*, 4'S» 

Calcul de 4 ï- 

Substituant la valeur x = £ dans la formule cos» <p = on 

auracos'<p= g.f=4^; or, A = 7 — 4^3 = 0.07179 67697 24488, 

LTÀt -jz o.33i36 72050 459, son log = 9.50700 i555 7 ohh 
,4,-1 A = 1 .07170, 67697 345 , son log =g o.oi53i 71559 £24 

<p = 56° 0/ 9", 3491, cos» <p. .. . 9-49 l68 4 3 997 7 5 4» 

ou <p = 56°,i5356 919.4, cos 9.74584 31998 867. 

Pour le module c = sin 3o% la table IX donne F(c, 56^} et ses diffé- 
rences successives comme il suit : 



A 


«TA 


/'A 




<T*A 


i.oia46 57014 


1930 19494 


4 64864 


— 4196 


— 69» 



Faisant donc x = o.i5356 9194, et substituant cette valeur dans la 
formule d'interpolation F(c,<p)=A+^(M+^(cT*À+etc.,ouaura 

F(c, <p) = 1 .01559 23069. 
On aura pareillement pour le module b — sin 6o* les résultats 





«TA 


«T'A 


, <r»A 




3368 


2533. 3o53 


îa. i3i4 


7°97 


— o38 



d'où l'on déduit 

F {b t <p) — L.11354 15196. 

1/3 

Ajoutant ces deux fonctions, et faisant M = )/{* -f- 2*) = - 
aura = 2.i28q3 58265. 



«ï f on 
cos i5° 
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Calcul de 4«. 

En appelant £ l'amplitude qui convient à la valeur x = a, on devra 
calculer sin Ç par la formule 

Or, d'après les valeurs a = o.65a6a 44 7 65 5, log * = g. 81466 55578, 
log* = 8.856io 49049 55, log(i+A) = o.o5on 04457 95, on trouve 



log. sin* £ 


= 9-9°774 45355 16, 


log. sin £ 


= 9.95587 22667 58, 


K 


= 64* 5' 26", 78126 8, 


ou £ 


= 64",o5745 9341. 


Pour le module c = sin 3o' la table IX donne T(c, 64*) et ses différences 






A 


«TA | J*A | /»A 1 J*A 


F(c, 64') =1.16755 45534 


1955 81889 14 »>7" 1 — 9814 1 — 696 


d'où l'on déduit 



F(c, 0 = 1. 16847 68S01. 

Pour le module b = sin 6V, la même table donne F (b, 64°) et ses diffe- 
: il suit : 



4 1 








i.3aoo4 2 9°° 


2798 35a 7 


36 77 43 1 3aa3 | _ 87, 


— io5 



il ei 

f(b, 0 = 1.33254 o5645; 
puis faisant la somme de ces deux fonctions, on aura 

Btyet = 2.49101 71946. 
Calcul de 

Les formules sont 

cos « = -77 x, cos 0»' = — ; 



il faut y substituer les valeurs x = £, log * = 8.856io 49049 55, 

log (i-f- **) = 0 .io3io i85i4 25, log(i — *-)=9.86454 12240 65, 
et 1 «n trouvera 

44- 
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log. cos v = 9.98313 5ao83 i3, log. cos o» = 9.94488 11488 7» 

<à = i5*5i'5t",57o3o, a»' =r 38* 1 5' 36", 1 3986, 

ou & = i5°,8643a 5o8, ou J = a8%26oo3 885. 

La table IX donne pour le module b = sin 6o° la fonction A = F(£, i5°) 
et ses différences comme il suit : 



A 1 


«M 


<f'A 


«T'A 


«r<A 


0.36406 5548 | 


«791 ° 551 


6 6107 


445o 


59 



Faisant donc x = o. 8643a 5o8, la formule d'interpolation donnera 

F (b, et) = 0.37956 63404. 



Pareillement , pour le module c = sin 3o° la même table donnera la fonc- 
tion F (c , a8°) et ses différences comme il suit : 



A 


«TA 


J'A. 


| <f*A 


<f<A 




o.49544 86289 


'797 a5, 94 


3 535 9 5 


1 9658 


— 286 


— 33 



Joignant à ces données la valeur x = o.36oo3 885, on a par la formule 
d'interpolation 

F(c, *') = 0.4981 1 87833 
d'un autre côté, ¥(b, et) = 0.27956 63404 

donc M4'6 = 0.77768 5oa36. 
Nous avons déjà trouvé 

M^i = 3.13893 58365, 
Bty* = 3.49101 71946; 

de là résulte 

M(4î + 4* — 4'£j = 5.84aa6 59975. 

La constante du second membre diffère très peu de la constante connue 

F'c 4- F'b == 3.84336 6ooa3. 

La différence n'est en effet que de 48 unités décimales du dixième ordre, 
ce qui fait à peine 5 nnités décimales du neuvième ordre. Or, l'inter- 
polation de la table IX, pour des modules aussi grands que sin6o°, in- 
troduit nécessairement des erreurs dans la neuvième décimale, qui est 
le dernier chiffre de la fonction , et il n'est pas étonnant que ces erreurs 
montent à 5 unités sur trois interpolations; on devra donc avoir exac- 
tement 

M(4f -f 4« — 4'S) = F»c -f- F'6. 
Au reste on peut, suivant la remarque déjà faite, partager cette équation 
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TROISIÈME SUPPLÉMENT. 34g 
en deux autres relatives aux modules c et b pris séparément; on a en effet 
F(c, <p) -f- F(c, 0 — F(c, »') = i.685 7 5 o3538, 
F(*, <p) -f- F(b, 0 — F (3, ») = a.»565i 5643 7 . 
Or, la constante de la première équation ne diffère de la constante 
F'c = 1 .6S5 7 5 o3548 que de 10 unités décimales du dixième ordre, et 
celle de la seconde équation ne diffère de F'b = 2. i565i 564 7 5 que de 
38 unités décimales du dixième ordre, ce qui s'accorde très bien avec la 
nature des choses ; enfin, comme on a les valeurs exactes de cos 0, cos Ç, 
cosa», cos a»', il serait facile de vérifier, par la théorie des fonctions el- 
liptiques, l'exactitude rigoureuse des équalions 

<P) •+• F(c, 0 - F(c, *') = F'c, 
¥(b, <p) + F(b, 0 - F(£, et) = F'b. 

Exemple III. 

3a8. Supposant de nouveau k= y, ce qui donne c= sin 1 5* et b = sin 75 e 
soit t = — a , les formules de l'art. 3 24 donneront p =s ^ , q s= et l'on 
aura l'équation à résoudre 

x* — ^ x -f- ^ = o. 

Cette équation ayant ses racines imaginaires, nous les représenterons , à 
l'ordinaire, par x = r (cos G =fc 1 sin 0) , ce qui donnera 



8 



V035)- 

Comme la valeur r = t/(5-4°) = a.aa3... appartient à la seconde forme 
>|/r, dans laquelle x doit être compris entre 1 et £ = 3, il faut regarder 
l'une de nos fonctions imaginaires comme représentée par la formule 

! / f x~ >dx 

Soit alors x* — 1 = p' (cos aA +{/ — 1 sin aA), il faudra supposer A cons- 
tant et p seule variable : cette variable est censée croître depuis p = o jus- 
qu'à p — a f limite qui devra s'accorder avec celle de x : c'est pourquoi il 
faudra satisfaire à l'équation 

r*(cos afl -fV— 1 sin afl) — 1 = a' (cos aA -fV— i sin aA) , 
d'où résulte 

a = a^(i. 9 a), cosaA = — sinaA=^. 
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Maintenant, puisqu'on a xdx =a pdp (cos aA4-f'— i sin aA), l'intégrale 
4'x s'exprimera ainsi, en fonction de p et de A, 

=fdp (cos A -f-V^— • sin A) ( i 4- a' cos a A -f- p' sin aA\/ — , 

(#•— A*p*co« aA — À - p , sin2Ay' — i)" *. 

Soit 

i 4- f» cos aX 4- p* sin aAt/*— i = P(cos «4-l/— -» a»), 
A'' — *y cos aA — *y sin aA \/— i = Q (cos <p — |/— t »n « ) , 

on aura 

P* s i + ap» cos aA 4- P 4 » 
Q' = K* — aAMfy cos aA + 

. t % «in ax 

" i 4- f* cas aA ' 

*V sin aA y* sin aA 

WD g <P — ?'»_ *y çcaA 8— f a cos aA ' 

et enfin 

4'x=/ï-^QT*rfr [cos (A - i « -f-i <0 + i sin (A — l « 4- * *)}. 

Ajoutant l'intégrale semblable, qui ne diffère de celle-ci que par le signe 
de y/ — i, la somme des deux sera l'intégrale réelle 

=/*aF~ * Q" • dp cos (A — \ et 4- 1 

C'est donc cette intégrale qui, étant prise entre les limites f = o, f=a, 
représentera la somme des deux intégrales imaginaires proposées. 

U reste à calculer la valeur de cette intégrale par la méthode des qua- 
dratures; mais d'abord il faut chercher celle de la fonction 4' 2 qui ré- 
pond à la valeur supposée / es — a. 

Calcul de 4'a. 

329. Les formules dans lesquelles il faut faire x = a sont 

M4'x = F(b, a>) 4- F(c, 

1 4- *•* / 1 — * " x 

cos û» s -7-7 jt, cos « s= -77 — — rc. 

On aura donc immédiatement cos ca = ; ■ *^,trV " — ' =t 

et — cos»' ou cos(* — <w ') = ^7a~ s= y/(~J^)» donc °" a «"cte- 
ment o> = i5° et tt — «'=75% ce qui donne 

M4'a = F(*, i5<») 4- aF'c — F(c, 7 5*). 
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Ces fonctions sont données immédiatement et sans interpolation par la 
table IX, et il en résulte 

M4'a = 2.i535g oa63g = zF'c — 1.06369 37405. 
Calcul de Caire fjdf. 

35o. Nous devons observer, avant tout, que Taire que nous cherchons 

doit avoir huit valeurs égales deux à deux et de signes différens. En effet, 

s _ t 

dans l'expression de 1 ordonnée y = 2r * Q~ * cosÂ, où A=* — |&> -|- ±<p, 
les quantités P et Q représentent des modules de quantités imaginaires , 
lesquels sont toujours supposés positifs et réels. Il en est de même de 

leurs racines quatrièmes ou deuxièmes, telles que P~, Q* ; car, dans ce cas, 
la multiplicité des racines n'influe que sur le facteur angulaire, tel que 
cos a>+ y/— 1 sin e» ou cosp — ^ — 1 sin <p, qui accompagne le module : ainsi 

le facteur P~*Q~* sera toujours considéré comme réel et positif. Mais il 
faut examiner ce que devient l'angle A = A — \ a -f- ; comme l'angle ç 
est déterminé par sa tangente fonction de*», lorsqu'il sera attribué une 
valeur particulière à f, la valeur de p, ainsi que celle de », pourront être 
augmentées ou diminuées, à volonté, de 180 0 , 36o°, 54o*, etc. , de sorte 
qu'à raison de £ p l'angle A pourra être changé en A =b 90% A =b 180*, et 
qu'à raison de |» il pourra être changé en A± i35*, Ad=45% etc.: donc, 
au lieu de cos A, on pourra mettre dans l'expression de l'ordonnée celle 
qu'on voudra des valeurs 

cos (A ±90*), cos(Ad=i8o»), cos (Art i55')> cos (A ±45°). 

Il ne résulte de toutes ces formes, quand même on prolongerait la série 
encore plus loin, que les huit valeurs différentes 

cos A , sin A , (cos A -f- sin A) sin 45°, (cos A — sin A) sin 45°, 
— cos A, —sin A, — (cos A + sin A) sin 45% — (cos A — sin A) sin 45". 

Il n'y aura donc que huit valeurs de l'intégrale fjdf , lesquelles seront 
égales deux à deux et de signes contraires. 

On voit de plus qu'il suffît de calculer deux de ces valeurs, par exemple, 

celles qui répondent anx ordonnées j= 2P~ 4 Q~ *cosA, j-'=aP~ J Q -i sinA; 
car en appelant Y et Y' ces deux intégrales, on en connaîtra immédiate- 
ment deux autres, (Y + Y') sin 45° et (Y — Y') sin 45", et ces quatre in- 
tégrales, jointes à quatre autres qui n'en diffèrent que par le signe, seront 
les huit intégrales cherchées. 
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33 1. Venons maintenant au calcul effectif des deux aires designées par 
Y et Y'. Voici d'abord les données du problème : 

r == ^(5-40), cos 6 = , sîn 8 = y/Qg), 

a = 2/(1.92), log a =3 0.37185 53os8 3986, 

cos3X = -p^, sinsAasy/^, 

aA = io3°3i' 8"734o5, 
A = 51.40.54,3670a 5. 

Four avoir une valeur approchée de Taire fjrdp, nous partagerons la 
base a en dix parties égales, et chaque partie étant appelée e, on aura 

e = 0.33543 64765 1, log e = 9.57185 53os8 4. 
Il faudra donc faire successivement p = o, e, se, 5e, . . . 10e, et calculer 
les ordonnées correspondantes par la formule 

y = 3F**Q" * cos A, A = x — i» _j_ ±ç . 

mais, pour plus d'exactitude, nous calculerons en même temps les ordon- 
nées intermédiaires qui répondent aux valeurs p =3 \e, \ e , * e, etc. Nous 
joignons ici, pour exemple, le calcul des trois premières ordonnées , tant 
de la série y que de la série y. 

Soit, 1°. p = o. 

Si l'on prend, dans ce cas, les valeurs les plus simples des angles p et m, 
on aura 

«=o, <p=o, P=i,Q=i, A=A, js= (4. 5)* cos A, /=(4.5)*sin A. 

cos A 9.79346 5o856 sin A 9.89460 54654 

(4.5)*.. .. 0.53660 G2569 o.5a66o 63569 

y 0.11907 i54o5 y 0.3313097305, 

jr ~ i.5i544 090, y as 1. 66431 610. 

Soit, s*, p ss Je. 

e^sinsA 8.75180 91485 4 e'cosaA s= — o.oia8 

4 o.6oao5 99915 3 p 1 cos aA = — o.ooSa 

p'sinaA 8.ia 97 4 9 .5 7 o a i-f-fcosaA= 0.9968 

i + r 'cwax. 9-99860 80395 8-p'cosaA = 8.oo5a 

tang« 8.i5n4 11377 

a, as o'46'3 9 ",586i 7 
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A = 5i°4o'34"367oa 5 
i<p a. 53,732i6 



5i .43. 28,09918 
34.52,18963 

A = 5i. 8.35,90955 

P"« 0.00101 41888 

Q • 0.02548 91 1 16 

2 o.5oi02 99957 

0.32753 32961 
cas A.... 9.79752 6$5o4 

y o. i25o6 02465 

y = 1 . 33370 643 

sinA.... 9.89137 99821 
0.32753 32961 

y 0.21891 32782 

y = 1.65543 9 36 



p' sin 2 A 

8 — p* cos 2 A . . . 

tang <p 

<t> = 

1+ 2p* COS 2A = 
P'=5 

p* 

p 

p- 

P-* 

64— i6p'cos2A 

f 4 

8iQ' 



81. 

Q'. 

Q*. 
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8. 13974 91570 
0.90526 36701 

7.22648 5486V) 

0° 5' 4 7", 46432 

0.9936 
0.00019 2 

°-99 3 79 2 
9.99729 54963 

9.99864 77482 

o.ooi35 225i8 

33 80629 5 

0.00101 41888 

= 64.0512 
. . 0.00019 2 

= 64.05139 2 

1 .80602 85724 8 
1.90848 5oi 88 8 

9.89804 35536 

9.97451 08884. 



Soit, 5 e f — e. 



/»»sin2Â... 8.73180 9i483 4 
-f-p ê cos2A.. 9.99440 51467 

tango...... 8.73740 40016 4 

o> = 5° 7 '36",355o2 

A = 5i°4o'34"36702 5 
... 11.34,08622 5 

5 i.52. 8,45325 

ji» 2.20.42,26476 5 

A = 49.31.26,18848 5 
Tome III. 



COS 2À = 
1 + p* COS 2A = 

8 — p' cos 2A = 



p'sio 2A, 
8.0128. 



tang <p 

<p = 

1 + 2 P* COS 2A 
P* 



0.0128 

O.9872 
8.0128 

8.73180 91483 6 
0.90378 4^029 

7.82802 48454 4 
o° 23' 8", 17245 

= o-9744 
= 0.00307 2 

— 0.97747 2 
45 
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o.oo3 7 i 08778 6 P * 9-99°'° 43a5 7 2 

Q"î 0.02522 4i855 6 * 9 ^ 5 ° 5 21638 6 

2 0.50.02 99956 6 P " o.oo4g4 7837' 4 

0.32996 50590 8 64 - t6p' cos 2A = 64 . 2048 

cas A 9.812*35 i85o3 2 P 4 ~ 0 - oo5o 7 3 

/ o.. 4^96909* 8,QÉ = 2 

jr = 1.58-70 4^2 Q* 9.89910 3a5 77 4 

sin A 9 88'ao 04409 5 $\ ,6288 7 

0.52996 5o59 Q 8 Q " o.o5o 4 4 83 7 n 3. 

y 0.21 1 iG 55ooo 

y = 1.626.6 835 

Continuant ces calculs jusqu'à p r= 10e, on aura pour résultat les deux 
séries d'ordonnées comprises dans le tableau suivant : 



f 


.T 


y 


f 


J 


y 


0 


1 . 3 1 54 4 090 


1.66421 610 








î« 


1 .333^0 643 


1.65543 936 


•V-e 


1.34794 558 


0.12075 977 


e 


1 .38770 4" 


1.62616 833 


6e 


1 .ao322 000 


0.04789 24^ 


le 


i.4 7 386 14a 


1 .56775 8o5 


~- e 


1 . 07207 210 


0.00357 


ie 


1.58244 7 10 


1.46727 286 


I e 


6.95643 898 


— 0.02147 58° 


ïe 


1.69330 102 


i.3t25i 870 




0.85569 oa 6 


— o.o34o3 719 


3e 


1.77571 5*3 


1.10217 880 


8e 


0.76820 098 


— 0.03875 982 


le 


1.79896 628 


0. 85544 658 


'■—-e 


0.69*12 890 


— 0.03872 411 


4e 


1 .75oo5 447 


0.60860 649 


9 e 


0.62574 735 


— 0.03593 729 


i* 


1 .64i34 989 


0.39575 t43 


^e 


0.56755 828 


— 0.03169 


5e 


1.49915 ia3 


0.23348 838 


10e 


o.5i63o 722 


— 0.02680 755 



Maintenant , .si l'on considère l'aire à laquelle appartiennent les ordon- 
nées^ - , comme étant formée de dix trapèzes paraboliques déterminés 
par vingt-une ordonnées équidistantes, la somme de tous ces trapèzes sera 

exprimée approximativement par la formule g ( S -+- 4S' 2S") , dans 

laquelle S désigne la somme des ordonnées extrêmes , S' la somme des 
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ordonnées de rang pair, et S" la somme des ordonnées de rang im- 
pair, les deux extrêmes exceptées. Appliquant donc cette formule à la 
série des ordonnées y t on aura l'aire cherchée < /)Y//» = <?(ra.47a5 7 i3i3); 
multipliant cette quantité par M, et désignant par 4' a -f*4'^ ' a somme 
des deux fonctions imaginaires qu'on veut déterminer, on aura l'é- 
quation 

M(4'« + = M*(ia.4 7 a5 7 i3i3) = 4-7q5o 7 7 8 7 5. 
Le second membre est une valeur approchée de 

5F'c = 4>7944 3 6; 

et l'on ne peut guère attendre une approximation plus grande de la 
méthode des quadratures que nous avons employée : ainsi nous regar- 
derons comme exacte l'équation 

M(4'« 4- 4/£) = 3F'c. 

Il s'ensuit que , dans ce cas , l'équation ( 3 ) ne pourrait être que de 
la forme 

M(4'* + 4/£ =fc 4'a) = 3F'c db Mi- 
mais alors le second membre ne serait plus une constante indépendante 
du premier membre, c'est-à-dire uniquement formée des fonctions 
F'c et ¥'b, comme on l'a vu dans les exemples I et II. Ainsi nous 
avons trouvé la valeur exacte de la somme des fonctions imaginaires 
4'* H- 4'£* roa ' s 064,6 valeur ne satisfait pas à la loi que suit cons- 
tamment l'équation (3), lorsque le premier membre n'est composé que 
de fonctions réelles. 

Venons maintenant au résultat qu'offre la série des ordonnées y . En 
appliquant la même formule à cette série, on trouve pour l'expres- 
sion de l'aire e(5.8o 7 a6 7 58) , et, en multipliant par M, on aura 
l'équation 

M(4'a H- 4'S) = Me(5.8o 7 a6 7 58) = a.a326o 3oia5. 
D'un autre côté, nous avons trouvé l'équation 

M>|,'a = aF'c — 1.06369 3 7 4o5, 
qui, étant ajoutée avec la précédente, donne 

M(4'« + 4'C H- 4"a) = aF'c + 1.16990 9*7*2. 

45.. 
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Or, je remarque que le nombre compris dans le second membre s'ap- 
proche beaucoup de la constante F'b — F'c, car on a 

F'b — F'c = 1.1699a ii/,3a 6; 

et l'on voit que la différence de ces deux nombres n'est que d'une 
unité décimale du cinquième rang, qui est le sixième chiffre signifi- 
catif. On peut donc regarder comme rigoureusement exacte l'équation 

M(4'« -f- 4'S -+- 4'a) = F'* -f- F'c, 

dont le second membre s'accorde avec la loi générale observée dans 
l'équation (3). Ainsi nous avons un second exemple fort remarquable 
du calcul des fonctions imaginaires, où la loi de l'équation (3) est ob- 
servée, comme dans le cas où le premier membre ne contient que des 
fonctions réelles. 

Puisque nous connaissons deux valeurs de la quantité M (4'* -f- 4'S) , 
savoir , 

M(4'ct H- 4'£) = 3F'c, 

M(4'« + 4'£) = F'b — F'c + F(c, 7 5°) — F(b, i5'), 

ces deux valeurs étant nommées Z et Z', nous avons démontré ci-dessus 
qu'on en connaîtra deux autres, savoir : 

(Z + Z')^ et (Z-Z')^. 

On pourra encore admettre pour la quantité M (4'* -f- 40 9, aatr e 
mêmes valeurs, précédées de signes différens ; mais de ces huit valeurs il 
n'y a en qu'une exprimée, comme 00 l'a vu, par F'c-f-F'A— M4'a=Z', 
qui satisfasse à la loi généralement observée dans l'équation (3). 

Il nous reste enfin à faire voir comment on peut vérifier, de la ma- 
nière la plus satisfaisante, les résultats obtenus dans l'exemple III. Nous 
nous proposerons, pour cet effet, de vérifier par un calcul rigoureux 
l'équation 

M (4'<t -f- 4'S -f- 4' 2 ) = F'c -f- F'* , 

qui s'accorde avec la loi générale de l'équation (3) ; il faut donc faire 
voir que les fonctions imaginaires 4'* + 4'£ soat te' 1 * 8 qu'on a exac- 
tement 

M(4'« + 4'É) = F'b — F(*, i5*) — F'c + F(c, 7 5"). 



> 
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Pour simplifier le second membre, soit F'b — F(b, j5°) = F(b, A) 
et F'c — F(c, 75°)= F(c, /jl); les angles A et /* seront déterminés 

par les équations lang A tang i5° = ^ , tang p tang j5' ^ ^ , d'où 
résulte 

et, par ce moyen, le second membre se réduit à F(£, A) — F(c, 

J'observe maintenant que , pour calculer l'aire fjdp égale à la somme 
des deux fonctions imaginaires, nous avons cru devoir rapporter ces 
fonctions à la seconde forme représentée par 4'* et 4 '6; mais dans le 
cas des racines imaginaires, qui ont plus d'étendue que les racines réelles, 
la distinction des formes qui conviennent aux racines réelles devient inu- 
tile, et il est plus simple d'employer directement les deux valeurs de x 

données par l'équation jf'-jx + ^=o; de sorte qu'en appelant 
ces valeurs x et x 1 , on aura 

* -f- ^ = ^ et xx' = %. 

Tout se réduit donc à trouver la valeur de 4jc 4- r '> comme si la 
fonction 4-* appartenait à la première forme des fonctions 4. Dans ce cas, 
on aurait pour toute valeur réelle de x la formule 

M+x = F(c, <p) -f- F(b, f) f 

aura donc semblablement , pour nos deux valeurs imaginaires, l'é- 



on 
quation 



M(4x -f- -Ix 1 ) = f F < c > *) + <P) 



Maintenant, puisqu'il s'agit de vérifier l'équation 

on doit présumer que cette équation se divisera en deux antres rela- 
tives à chacun des deux modules, c'est-à-dire qu'on devra avoir les 
deux équations 

F(c t <p) + F(c, <p') = -F(c, 
F (6, *) -f F (*,«>') = F(*, A). 
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La difficulté étant réduite à ce point, on va voir qu'elle sera promptemeot 
résolue, car la vérification de l'une de ces équations entraîne celle de 
l'autre, puisque celle-ci se déduit de la première, en changeant simple- 
ment le signe de v/3. 

D'après la formule donnée tome I", page 19, on voit que l'équation 
transcendante F(c, (p)-f-F(c, $') = =fcF(c, ft) est représentée par 
l'équation algébrique 

(A) sin*ft = cos*fl-f-cos , fl'- T - c , sinV*sin , flsin , «'— acos/*cosfl cos <p'. 
Or, on a 

&r ... Sx' 

9 = r. -i. r \ t* -L. -r\ » Sm <P = 



(i+x)(3 + x)» * — (1+^(3 + x')' 

de là 

Substituant les valeurs x •+■ x' — y , jer' =; y, ou aura 

sin* 9 sin* ©' = ?. 

On a en même temps 

(1 — x) (3 — x\ , 4 |a 

et par conséquent 

« _r (» — x — x'-+-xx') (o — 3x — 3x* 4- rx*) 1 
cos- 9 cos- * = —— ^^ ^ + 3/^ = 3, 

cos- * + = = 

Substituant ces valeurs dans 1 équation (A), ainsi que celles de cos fx = -^5- 
et sin'/XB- ""^ 3 , on trouve que cette équation est identique, en pre- 
nant , comme on en est bien le maître , cos © cos fi' = 

L'équation pour le module c étant ainsi vérifiée , l'équation pour le 
module b le sera également, puisque l'une se déduit de l'autre , en 
changeant simplement, dans toutes les valeurs, le signe de v^5. On 
doit donc regarder comme rigoureusement démontm les résultats ob- 
tenus dans l'exemple III. 
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Nous terminerons ici les additions que nous nous étions proposé de 
faire à notre ouvrage, en profita ut des découvertes récentes de MM. Abel 
et Jacobi dans la théorie des fonctions elliptiques. On remarquera que la 
plus importante de ces additions consiste dans la nouvelle branche d'ana- 
lyse que nous avons déduite du théorème de M. Abel , et qui était restée 
jusqu'ici tout-à-fait inconnue aux géomètres. Cette branche d'analyse, à 
laquelle nous avons donné le nom de théorie des fonctions ultra-elliptiques, 
est infiniment plus étendue que celle des fonctions elliptiques, avec la- 
quelle elle a des rapports très intimes; elle se compose d'un nombre indé- 
fini de classes, qui se divisent chacune en trois espèces, comme les fonc- 
tions elliptiques, et qui ont d'ailleurs un grand nombre de propriétés. 
Nous n'avons pu qu'effleurer cette matière ; mais on peut croire qu'elle 
s'enrichira progressivement par les travaux des géomètres, et qu'elle finira 
par former une des plus belles parties de l'analyse des transcendantes. 

Pari», le 4 mars i83î. 
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